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EET CES 
a= F(x), d.i) 
Sp oS, Fi: MoR, MOR 为 一 区 域 , FCCO(MD. Hd. 
的 解 (2) — gt, a0), JCO, e) ~zo, II—I ERTER. WT PDR RT 
gig, 2), MONT HER AN Baie BE APE NE, 这 个 群 连 
问 相 空间 At 一 起 ,就 是 一 个 动力 系统 。 REA PC M 的 轨道 
lip), FAM. 
Ip) =(wE RAG, p) CR x BA 9G, pi. 
轨道 的 拓扑 类 型 有 三 种 (四 ) 一 点 ;4《〈 乙 )] 一 条 Jordan thes (PA) 
ELUR LR- KENTARA., ENANTA.) 
AA — AS AERHEOR BUR, Ee. EE CR), 有 
9, p) =p FARE (Z), A a CT, p) =o, p), 这 里 , TER 
JE JJ EREN, BEER, E BE AA EP AE MEAN => 
gt, MAg, p), gE, p) boi — db PRO OU. 这 时 , 车 线 可 能 
ARR B] RR d CI n. DOCERE ERIT te 0, 7 + Py 0, 
0, 5-0, 它们 等 价 于 R* LMI RE eu, u— ie, gv, 
i= -Py 当 A/DREGGOBORN, Jen RY ph CEE T, KE 
EAE RNA, KIRKE RU HAER), PRERNA 
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2 15 * 
CZ) XR 
nes, (1.1) As EEE, 不 存在 性 、 唯 一 性 和 稳 

定性 等 问题 , 在 理论 上 和 应 用 上 , 都 值得 研究 ， 在 二 维 动力 系统 ， 
研究 周期 轨 道 的 存在 性 的 基本 工具 是 Poincar6-Bendixson 定理 
及 其 推论 ( 环 域 原理 ). 1963 4g, Schwartz 把 Poincaró-Bendixson 
定理 推广 到 紧 致 ,连通 的 二 维 C 流 形 上 的 微分 系统 ，D'Heedene 
的 反例 显示 Poinoaré-Bendixson 定理 在 高 维 情形 没有 篇 单 的 推 
F^, 1979 和 1980 年 ， Smith 在 附加 将 干 条 件 之 下 把 此 定理 推广 
到 下 列 丙 类 微分 系统 ; f(D)stbé(g(D)s) 0 & De-f@), E 
7p Poinearé-Bendixson MRR BR, Schweitzer 在 1974 年 发 表 
的 . 令 人 有 深刻 印 象 的 反例, 使 此 原理 在 高 维 情 形 的 简单 推广 成 为 
不 可 能 ( 指 0O? 情形 ; 在 0", v2 情形 , 这 仍 是 个 有 兴趣 但 困难 的 、 
尚未 解决 的 和 问题) 中， 因此 ,多 年 来 ,在 %( 关 3) 维 动力 系统 研究 周 
期 轨道 存在 性 时 , 多 依赖 T“ 环 区 原理 ”三 十 多 年 来 , 此 原理 曾 成 
功 地 被 用 来 处 理 电子 学 、 力 学 、 有 有 动 控制 ,原子 物理 学 、 生 物 学 、 化 
学 及 其 它 方面 的 高 维 动 力 系 统 天 期 轨道 存在 问题 ,但 是 由 于 “ 环 区 
原理 ”的 复杂 几何 结构 ， 实 际 上 它 是 很 难 应 用 的 . 故 需 另 寻 良 法 。 
上 述 Smith 的 推广 提供 -- 种 选择 、Brouwaer 不 动 点 定理 是 环 区 
原理 的 基础 ，Kopozes 在 1965 年 试 网 运用 Banach 不 动 点 定理 处 
理 系 统 位 . 卫 的 周期 轨道 存在 和 唯 -问题 ,但 没 成 功 .。 应 用 环 区 原 

SARS, 需要 寻找 一 个 正 向 不 变 环 区 , 这 个 过 程 有 时 可 能 是 十 分 困难 
的 ; 对 于 某 类 方程 , 例如 描写 生态 系统 的 方程 ,和 针 找 正 向 不 变 球 体 
是 更 为 可 行 的 .1977 4F, Grasman 应 用 映射 的 Brouwer BESE, 
沿 此 方向 探讨 , 获得 一 组 保证 系统 (1.1) 存 在 非常 数 岂 期 解 的 充分 
杀 件 Cn 关 3)、 此 外 , 直接 研究 系统 (1.1) 的 Poincaré 映射 是 否 存 
AREY VASE AME —, 近年 来 亦 广 泛 匈 诸 文献. 


[Hk] Alan Weinstein (AEN 3E —— UC Berkeley) 3j ife fp B,UC Berkeley 
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BR E A R ta drat Jaa Ba), dom — ams 1-fa(wis va) 
其 中 files, wo) 是 高 次 项 , 这 系统 不 - - 定 有 周期 解 。 一 个 古典 的 结 
Ji (Poincaré) f ii, Ai fa, fa 满足 对 称 条 件 : 

Files, 一 za) ~~ fils, 22), fawr, — 3) — foes, a), 

出 该 系统 在 原点 的 某 邻 域内 有 周期 解 (周期 接近 于 2mr1aU.1979 
年 ， Podolak  Westreion 拒 此 结果 推广 到 ”维和 情形 . 

FEF Hamilton 系统 的 周期 逢 存在 性 问题 , 近 生 来 Weinsloin, 
Moser, Rabinowitz 等 获得 了 相当 好 的 结集 。 

奇异 摄 动 问题 的 周期 解 存在 竹 ,i950 年 前 后 Friedrichs, 
Wasow, Levinson 等 做 了 若干 重要 工作 ，1960 竺 前 后 又 有 
lionrparan 等 人 的 工作 . 

Bendixson YEW) OPI. FEU Rea (He PE BR Vu AY E 
具 , 但 在 高 维 情形 , 工作 较 少 . 

高 维 动力 系统 的 周期 轨道 唯一 性 的 研究 ， 已 发 家 的 工作 兴 不 
多 、1960 年 ，Borg 发 表 了 一 个 关于 - 山 的 周期 轨道 唯一 性 
和 定理， 后 来 , Sherman 成 功 地 应 几 它 研究 了 一 个 原子 物理 方面 的 
Hig sn Be, Beet, 这 定 至 是 难以 让 用 的 。 其 余 有 关 的 结 
果 ， 都 是 针对 具体 情况 设计 特殊 方法 ， 去 证 明 周 期 锌 道 的 唯一 性 
的 、 

关 寺 系统 (1-1) 的 周期 国道 的 稳定 性 , 1979 年 Franke 及 
Selgrade 利用 大 范围 分 析 与 数值 分 析 的 技巧 ， 去 判定 周期 轨道 的 
稳定 性 ， 另 一 方面 , n— 2 tht, Poincaré 稳定 性 准则 是 熟知 的 保证 
局 期 轨道 渐 近 稳定 的 方法 ，1979 年 ， Churchill 及 Selgrade 把 此 
淮 则 推广 到 高 维 动力 系统 . 

以 上 就 是 此 专题 现状 的 极 概 。 本 书 将 依次 总 结 这 方面 的 主要 
结果 , 并 用 较 多 篇 帆 介 绍 应 用 。 以 下 各 章 为 : 

2. Poincaré Bendixson 定理 及 其 推广 

8. 周期 轨道 的 存在 性 ; 


4 1. 引 g 


4. 周期 轨道 的 不 存在 福 ; 

5. 周期 轨道 的 唯一 性 ; 

6. 周期 轨道 的 稳定 性 ; 

T. 应用. 

有 关 的 基本 概念 和 结果 ， 可 参考 ， 碌 元 勋 N], azik C2], 
Arnold [31, Coddington 与 Levinson [4], Hale [5], Hariman 
781, Hirsch 与 Smale [7], Hewwsmngi 与 Crenanon [8], Æ f 
Rapi 43i BR i (AR BAR LBB R), uf e 2$ Marsden’ 与 McCracken, 
[9], Hsu 与 Kazarinoff[10], Hassard 与 Wan [íi], Chow 与 
Tale[215], 等 等 。 有 关 的 研究 结果 及 应 用 ， 还 可 参考 综合 报告 : 
Atherton 与 Dorrah[2111 (这 主要 涉及 二 维系 统 ， 对 n>=3 维 系 
统 亦 有 涉及 ), PARL], 


2. Poincaré-Bendix«on 定理 及 其 推广 


研究 平面 动力 系统 周期 轨道 存在 性 的 基本 工具 是 下 述 车 名 的 
TEAR, 

Æ 2.1(Poinearé-Bendixson) Uk Q ÆRA (1.1) 的 有 界 
BNA (n= 2)， 则 2 或 者 是 一 奇 点 ,或 者 是 一 周期 轨道 . 

其 证 明和 参见 原始 文献 Poincaré [12] 及 Bendixson [13], RH 
Æ XE ou Wh [1], Coddington 与 Levinson;4], Hale[5], Hirsch 
5j Smule|7], Heunnukuii 与 Cremanon[8] 55, 


2.1 Schwartz 定理 


1983 年 ， Sechwartz[14- 把 此 定理 推广 到 紧 臻 .连通 的 二 维 0” 
流 形 上 的 微分 系统 . 

ÆW? (Schwartz) BM Hy RB, MEG ij O3 微分 流 E, 
iR XOU My C? BA RB, QM JE — BUR A, BUE QUSS 
下 列 三 者 之 一 : 

CR) 由 一 奇 点 组 成 的 单 点 集 ; 

(Z) 一 条 与 S* FIRE fr jr Puit; 

或 


6 2. Princaré-Bondixeon zz £t A JEN 

CPF) Q=M, miN 问 胚 于 二 维 环 面 ?9. 

证 明 设 人 CC 里 为 动力 系统 9 之 极 小 集合 。 则 名 可 以 是 下 
列 三 种 情况 之 一 : 

CH) 一 个 奇 点 

(Z) 一 条 轨道 Z， 它 与 S HUS, 即 是 一 条 周期 轨道 


- 《两 ) 一 个 既 不 含 奇 点 又 不 售 闭 轨道 的 集合 

情形 两) 又 可 再 分 为 

(—) Int(Q)+#6, (=) TInt(Q) — 6, 

可 以 证 明 ， (一 ) > Q-—9:, AW AREF ij (二 ) 是 不 成 
立 的 .于 是 得 到 本 定理 之 结论 . : 

以 下 分 别 证 明 这 两 件 事 . 

先 证 Int(Q) 0 -» Q—' AM AEF T, 

ERARA, Int(9)-0, qc oQ-— 94 Tymapran 定理 ， 
即 : 如 紧 致 极 小 集合 有 某 一 点 是 内 点 , 则 它 的 每 一 点 都 是 内 点 ， 参 
JL Hewrnguk 与 CTeIaHOB[S， 第 五 章 ]). TI OARE, 从 而 
Q=M, fH 2 不 合 奇 点 或 闭 轨道 , 据 Kneser [15, p. 153] 8148, 2 
与 23 ale, 

现 来 证 明 人 一) 不成立 ， 共 证 明王 要 步骤 为: n(A) 一 0 一 本 
动力 系统 的 Poincaré 映射 诱导 出 一 个 O? 映射 ,有 七 条 人 性质; 
其 次 证 明 两 条 引 理 ( 引 理 1 和 引 理 2); JA 1R 2> 这 种 多 性 质 
的 了 是 不 存在 的 ; 从 而 (二 ) 不 成 立 . 分 述 如 下 : 

Int(Q) —0, Q AR, HC O dc 9t TAREN, ERRARE 
奇 点 , 故 存 在 满足 下 列 条 件 的 0 WRA d: [—1, 1] >M, 

Ci) =i i, 1)) 与 每 条 利 它 相 交 的 轨道 无 切 ; 

Gi) (C D REA DARA Q; 


HEME Era: 1° OE X EAA 


2.1 Schrarte 定理 t 
(iii) £(0) EQ. 
SP REAR PE o0, (AERA IF ee SCR OE SP ss 
6:{(s, v) ER [s]<o, ]e| <1} -> 9, 
èls, x) -é(s, #4). 
因此 , 可 到 67 为 2(0) 邻 域 的 坐标 系 ， 而 了 可 取 作 中 的 一 局 部 截 
线 ， 由 Poincaré 映射 i: 工 一 了 工 可 诱导 出 一 个 0? BRAT f At: 
E U-iscI|3t—0, RB OG, e) EL}, 
RA 2 JE SECUN EA, MAUD VeeU, > 
te=min (11170, $li, 2) ET}. 
dé CQ V, &AVC(-L D. BRFV>(-1 DA 
FO) =i (Gon, $()), V» €V. 
当 12 一 vo| 充分 小 时 ,有 
SO) - «(8 ($e, 2()))), 
Jnd wo: RFR WHE A lE, 一 nm， 注意 及 和 ,5 都 是 09 映 
射 , 和 是 Or BUN, 所 以 是 0 映射 。 以 下 列 出 了 所 具有 的 七 条 
BOWER FCR NRA, RUT = 9, vo € 9, 这 里 
To= ipt, o) tE}, ,表示 工 。 的 闭 包 . > 
a-i IND, 
Ak GCV, 而 且 是 无 处 稠密 、 完 全集 ， 了 到 (一 1, 1) 中 满足 条 件 
GcWcWcv 
ASIP WAP LAE CAU ig [ 注 25, BRST fifi FU - AE 
He 
D a= C1, DV (a, EM, 
Q f:W > (-4, 1); 
@ f(D 一 Gi 
QD f*(9) 7 g, EG — k 0, XXE f* (9) ^ P^ (f (9), f? — dd, 


8 2. Poincaré-Bendixeon 定理 及 其 推广 
3L, FER, 0<L<1<F， 合 得 
Lf Ww) | «£F, Vi €W; 
IS QU) | & M, Vac CW, 
®© 4 BE, g) -/(9), GEG, 则 4 是 B 作 用 下 的 极 小 集 


ap 


SATE A Ae LER CEE EE CE 2) 
BIEL 存在 毗邻 区 间 (m, 0), 使 得 4, DEG, acd, 而 且 
FG, D) CW, Vkz-0, 上 为 整数 . 
引 理 1 证 明 4 
pdist(G, (71, DW), 
S-íj|b;—az pt, 
Y ~ fo, jES}. 
注意 到 上 述 性 质 @, 妈 全 一 (一 4 DÜ (a, SW, BLS it 
Y UR RR, 
Q7) f HR D 3N C9, (IURE PC CY, VERN, KE 
3UR ÉL PCH. 
事实 上 , Y 是 有 限 集 , 设 
Y= fan, bu, s, a, bid, 
BPG) EY, VERO, WRN =I, FIER M ( 取 这 种 ja 中 之 最 
小 者 ) 使 


aD EY, 
则 有 两 种 可 能 性 : Pa) EY, VEO, MRN =at, 或 在 在 
De CHR AY Aa 中 之 坡 小 者 ) 使 得 f^ a) E 了 。 对 于 后 一 情形 , 又 
有 两 种 可 能 : 
Say EY, VEO GER, CN 147-1). 
或 存在 M RIERA AH), HEA 
guru (ai) EY, 


2.1 Schwartz 定理 - $ 
如 此 类 推 ， 设 存在 An Aa, tos de, EOSL Vi) 
teas) EF, 
IW PE OD 得 
f ca) (a1) +f” (as), 
ka, Pathe, or, Dab Aah Ae, 
六 二 是 有 限 集 ， 上 述 过 程 必 在 有 限 步 内 终止 . 故 存 在 NER, 使 
得 
Ja) EY, Vk N. 
2°) 其 次 ,由 人 性质 © 和 性 质 ©, 可 推 得 : 了 把 毗邻 区 间 的 端 
点 变 为 毗邻 区 间 的 端点 ， 事 实 上 , BR (an b) Wy GEREKA, 
出 性 质 @ 知 , f (ao, FO) EG, PR GERE MH, Kila), fd 
为 毗邻 区 间 的 端点 ; XC HERR O XI, f" Qw) #0, vw € W, St f (a), 
fO) RF] — FEAL PX AK 
TE, AM 2080, f) EF, FO) €Y, vkz N, 而 
HIH j, AS) 一 % X f" (01) 7 b. 为 确定 计 , 设 P" (ay) —a,, 
Sif" (br) mb, 4 k—mcN, mao, Few Y 的 定义 ， 
LP (a) — f") | = [f^ Cf (2) FC" (By) | 
= [Fan — P" (2 xn. 
从 而 (Ca 5)) CW, vmz0, 
FRE, Et(a, b) — (a, b), BIAS BE, 
392 ENC9XCHAESORUD, eCC-1, DE - 
flp, (CW, VRE (0, 1, «+, N} 
RY, WA FARAR: 
FE Pa) = (Df) (w) * (2 一 29) (2.1) 
Hop we (p, 9); UR 
| DS (a) | + | (DE Qo) |t 


s<oxp[ ME $ f-o] ^e» 


10 2, Poincaré-Bendixson 定理 及 其 推广 
VkC€(0,1,-—, NY 及 u, vCtp, ql. 
REDDE — 9G. 

引 理 2 的 证 明 党 证 公式 (2. 了， HHW- 1), H 
PCCD, DCW, dk Fp), FC) PARE, MBER I 使 用 
微分 中 值 定理 , 即 得 3.1). 

至 于 公式 (2.2), HER © Am LP] #0, 故 可 定义 辅助 函数 
Z dog] (Df) (0 | | DF @) 14, 

而 且 可 推 得 
PW) - PG «IP PO, VI=0, 1, s E 
于 是 连 河中 管 定理 及 性 质 © ( 即 Lf’ | M), 可 得 
z< Bi liogi DP PD) | - tegi DP PO 
= BON Pond? RD D PD — FO) | 
«M17 3o) ro) 


«ML P |» -fol, 
从 而 有 


[DFD Ce) | LOaf (2 [2 
<exp| zo S pco - Po]. 
VREÍO, 1, =, N} 及 u, vCtp, g]. 
是 为 公式 (2.2). 
以 下 , 运用 引 理 1, 引 理 QTE. 具有 上 述 七 条 性 质 的 映射 了 
是 不 存在 的 , 从 而 得 出 定型 2.2 
CADRE BER, FR, 


2.2 Shvarts 定理 n 
全 SOREN: SIT 1— (2.30, WURDE {us (a, 0), 有 
S Ufo (we) Eon a), (2.8) 
NOSE E, ERI 19 (F(a) fO) Ls, VERO, ES ws2. 于 
是 ， 
Ai cw) |[b-a| = Siro - POI 


< Susz2, petala, b), 
m 


人 而。 SO Q «20 <a), Gu cc (a, b), 
A 证 明 : (2.2), (2.3) (2.4), IN 
3 | (Df*) (a) | 2 (6 — a) " exp(24 £7], (2.4) 
注意 到 , 由 引 理 1/0, 
Fa, BW, viz-0, 
取 6270 充分 小 ,使 Qus C late, b— 8), de (2.2) rH u= a-h, 
= Wy, p=a+e, 9 一 0 一 8, 得 
1(DFO (ate) | DI (wes) | * 
<exp[ ML S p -Po- 21) 
«exp[2M L-*], vkz-0, 
再 利用 (2.3) 和 上 是 O* 映射 , 当 s->0, 可 得 
A= È | (DF*) (a) | «[3 | OD 9) (ae) | loxpl2 ME 
<2(b— a) exp[2 M LY. 
所 以 , O<d<co, AHS 
v uL(6(4--1) (M 4-1) ]7*, 
WR Oc», H 
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M LOvea- edM76(C4IT CML) «on PX 
ER, 0722. 71828, ` 
A 现 用 (2.1), (2.2), (2.4) 以 及 数学 归纳 法 证 明 (2.5) 及 
(2.6): 
[Po -f (a) | «n, (2.5) 
| CDF”) (æ) | <e] (Df*) (a) |, ^ (2.6) 
这 里 , sEN Ç) = {y ER | |y—a|<v}, k eee, k=O, 
事实 上 , 4-0, (2.5), (2.60 BRM. PHARRR: 
(2.5), (2.6) 4 O<kSN 成 立 ， e 
RUGS 8 (2.2), (2.1), (2, (2-4), THEN 
| (DF) (2) | * | (DFP) (a) | 3 


Sopar $ 00 -pa ] 
<exp[ M L-* = | CDF") (ux) | [e—a] ] 


«exp[ Mive S | Df (1 ] 


«exp M L^ ved] —exp[1] =e, 
是 为 下 一 站 十 工时 的 2.6), 再 连同 (2.1), nifi b N 1 Bd ng 
(2.0. FAs, ~~ WER 52-0, (2.5), (2.6))R 37. 
A. (2.4), (2.6) 及 性 质 CD, 性 质 国 一 (Df) (2) — 0, 
kc, EG. 
EXE, 首先 由 (2.4) 和 (2.6) 知 
(Df) (a) >>0, k>00, ENC»), 
REG RT AE EG, DE E GPG), f(NG)nG) 
CG, Vp=0, +1, +, +n, c, BA 
RU UC N G) NG}, pez, 


ATAMER: CR, 对 于 BO, R) =F) ki, KEKER 又 


3.1 GSeh-artz 定理 13 
Bi KO, BERO, GE R KEEA KKG, M 
(*(NG) NG) pex) 
AG TU. GERIK, BOR OR BEAN 
PUNO) n), =, f"(HG) n8). 

Hi, REWE EEES (NONE, i=l, l, E 
(Df) (2)-»0, k—co, HPR ©, 0< Lx 1G LE, Vwe 
W. ER cE PME)NG), 有 

[DAK | EPI DIY), p>9, 
[DA CPG) | EL "| DP) e], pco, 
因此 ， 

(Df) (2)—-»0, ko, EFM) NG), i=l, +, E, 
HO CIE, 即 得 

(Df) (四 一 一 0 k> 09, EG, 
区 而 存在 NER, WA (DF) 6) <f, VOEG, 
ALE, SCAGEHITBUM FF), £7 dt o 
似 于 性 质 D~O HER, 因此 , 可 推出 
(DF) (a) > —0, k— 00, EG, 
BRENER, BARDS) (0) «1, Vae, 
全 于 是 可 引出 矛盾 : 
1-DG)- (0f) G*() 3. 
至 此 , 定理 2.2 得 证 ， 1 

CA] 定理 3.2(Schwartz) 关于 乡 是 C? 动力 系统 的 假设 ,是 重要 的 
贰 为 Denjoy [1137 证 明了 球面 T? LIER ARI C! 向 量 场 可 以 存在 例外 授 
小 集合 €C 不 是 一 条 闭 轨 道 , 死 且 “YY2)、 关 于 Denjoy 这 个 例子 的 构造 ， 


也 可 参考 Schwoitzer[24] 的 附录 . 
Üik2] 定理 2.3 证 明 过 程 中 用 到 映射 了 的 七 条 性 质 , 其 证 明 如 F: 


性 质 @， 即 G 一 (-D DAC KG, boc WW 这 由 G7 的 定义 推出 ; 
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ERO, PWL, D. XORfKSOO-L DEW 上 的 限制 ， 
HRO: f(G)—-G. FEM ve G= i()e In Qo adu, (96 Ingo 
FO) i? uo, (0) €1ün$) =G OC. RE, 
"n EcfG), 
ERO: F) =g, 2€ Gk-0, 
可 用 数学 归纳 法 证 明 : FAO a) Ag JEG, 
k—1: 35 f(9) 9, 9€G, 则 四 (twoy i(9)) 一 (9), MARL Hg) 
的 轨道 是 闭 轨道 ,这 与 OC KARAT. 
RSN, fg) #9, GEG, WHER BRIER SO) 49, 
gea. 
ERO O-L«|fGo|«F,Vvwe W, 0<L<1<F, 
F= puun Hwy) EC RA, HOD LPODESP, 
YweW. 
IFW)  éaoy HW) MCF) f CO) — 9C, wo). p 
Go) 0, ARARAT dC, 90), PLE F Cw) 09 L2 0, 
EP L<1<F, 理由 为 : 0€G, f(0) +0 GEA O), 而 且 由 
质 图 , OG, n — 1, 2, o 所 以 存在 wi, we W, 使 
[fico |>d, 1 Q0] 3. 
性 质 ©, DI Qo) «M, Vie W, Big i ECT RC ILES, f f RO? 
映射 . 
HAD F BG, D=O), 964; WE BBE PRR. 
首先 , 10) € ANI VEE GHB, 
其 次 , 可 用 数学 归纳 法 证 明 GG, Vk, (性 质 @). 
WA, G 为 闭 集 . 因为 Gin 0), 9 为 无 处 再 密 、 完 全 集 ， 
所 以 IN 为 闲 集 , i 为 Ch 映射 , 故 BEE. 
所 以 ， 是 极 小 集合 . YI 5, HEE OCE, 0+9, =Q, 
fGQu-Q, vk, AQAP, 则 存 FÆ CINA, X99, 使 得 
Q=). mQ-Q, F= RUS O-@ HFA E 
X, 4€ Q, 从 而 GES, 33cO 是 不 变 集合 ， 与 O RRRA FE. 


月 然 会 提出 问题 ， EEM 2.1(Poinearé Bendixson) 推 


T 38g HE (n273) 3l RR 


1961 4g, D'ITeodene [16] 发 表 -个 反例 ,说明 不 能 作 简 单 的 


推广 .以 下 介绍 此 反例 . 


2.2 D'Heedene 的 反例 ip 


2.2 D'Heedene 的 反例 


概括 地 说 ，D'HReedene 的 例子 是 这 样 的 一 个 三 维 动力 系统; 
=y, 2-2, i Z (x, y, 2), Jp (o, y, 2) ER, Zim, y, 2) 为 
某 特 意 设 计 的 光滑 函数 ， 此 系统 除了 四 个 轨道 外 ， 其 它 轨道 当 
t— co 时 均 趋 向 一 曲面 SAY EE ATT? FER), XpE BRA 
pK, 了 包含 过 Pp MRR DO). OD) dE SAAR GE, 
是 几乎 周期 的 (但 不 是 周期 的 ). 这 上 就 显示 了 不 能 把 平面 动力 系统 
前 Poinearé-Bendixson jE Bf M (2-3) 维 动力 系统 作 简 单 的 推 
FE 
以 下 分 凡 部 分 讲述 ， 由 方程 的 人 建立; Z. dE E Aky put 
性 态 ; 到 .多 上 的 轨道 。 
CH) 方程 的 建立 
考虑 三 维 态 为 系统 
oy, 
j-2 v, (2.7) 
z=Z (e, y, 2), 
Hp ZIB RIRA FIN. 
HTETI LE, ERE REA (o, y, DO, b, p) in 
T: 


cos Ü —a/r, sing — —y/r, 
p r—HR) 8g, (2.8) 
cosh = (r— R)/p, sind=z/p, 
XC n ETF 20, OLR WHR, TE, pe aas B) 表示 一 
AM, REA T ADS RITA RP 中 ， 
w= (B+ p cos dcos, 
y= —(B+-pcod)sind, 
e=—psing, 
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其 中 0<%:<2m， 0«0-2a,0-cp- HR. 用 9, d. p Mox, 系统 
(2.7) 28% 


=j poos8 sin h 
ĝ=1 DEL pond! (2.92) 
do E cong sin 0 sin? d, (2.9b) 
p= (2~ pain G cos b)sin d, (2.90) 


BL 507-0, ee, SER! 5| «eo, g (6) HIGH GARE 
g:(0, R)O R^, 
> $(0-8,g(2 =0, Ve€ 20, R)i(eo— 18], sot [5]. 
令 SC WK 
Eu Sl(e):p~s tg(e)si sin, (2.10) 
4 e= 80 Hj, ii Z-— (so), HD 
Rip 394-6 ein? $ sin 0, 
ARR Hy EEA TH CES. (2.100, HEMET CZ, bi 
当 a7» 69 时 ,除却 三 条 轨道 外 , ABE (2.9) DU uU (09 oo 时 均 进 
入 SCe) 内 ; 当 8<ao 时 ， 除 了 一 条 轨道 外 ，(2.9) 的 其 它 轨道 当 
t-> 00 IIS RSS S Ce) Zr Ps 这 些 负 道 当 to 时 , OSEE S Ceo). 
在 此 ， 常 数 6 之 作用 是 把 5S(eo) SEE, WERTEN, Wi 
=S (C) ERRAN. 
在 具体 给 出 Z R, 引入 下 列 两 个 西数 下 , GRR RP 
NUR FIR IE IEEE IS XC 
=0, (a, y, 22 EX=S(e0), 
F(a, y, 2)4 <0, (æ, y, 2€Z ZPR, 
770, (e, y, DEL 之 外 部 . 
特别 地 , FC, y, 2) mi, %4 reLR/9, RR 
gad, Gr, y, $ € 8 (a), 
Go» OL oy eso. 
然后 , 令 


2.2. D'Hoedeno 的 反例 17 
(p4 2G sind sin? p) sin A cos d 1-G Å sin db cos 9 
1— (2@/p) cos" h sin 9 " 
(2.11) 
其 中 自由 (2.9 给 定 . 4 G-on, Z-(F-1)u. wan x 


r—R/2Bj, Z,—y. 最 后 ,利用 上 述 , 定义 Z. 
Ze, y, S ^ fee (2.12) 
这 样 一 来 , SEQ ID RESULT, i AEB Lipschitz Rep, 
[Z] uum Xu dis 
我 们 要 证 明 在 3 Uhut, BRAR, M t> co 时 均 趋 
于 了， 为 此 上 自前， 用 一 套 曲 面 充满 Rs: 当 7>> 召 /2 时， 采用 曲面 
(2.10), Whitt O-<e<oo, 在 e R/2 WM, fij FERE S Co) 与 了 一 如 /2 
这 圆柱 交 于 两 个 圆 , HERE Gd Po? + +O (O 适当 选取 ) 把 这 个 
SC(e) 向 贺 柱 内 部 延展 ， 
RT EUR those itf ti RIO p S Ip EOS COT 11) 
p- (28 sin pos sin 6 ) p- (S sin” d cose) 0 
5- (r2 R/2), 
zk—wi—9j (r-—R/2), 
JER p, 0, 中 分 别 为 p, 0, PIMA V Ms i, j, ksa 
Ae, y, 2 方向 的 单位 坐标 向 量 . 而 沿 系统 (2.9) 的 轨道 移动 之 点 
的 速度 向 量 是 
" { pp +1004 pdb — (r7 R/2), 


Z,(m y, z) = 


2i -yj +2k (r- R/2). 
于 是 可 算出 下 面 的 内 积 
no-| -22h -26 sinpeos $sing) (r>R/2), 
一 下 (r=B/2). 


(2.18) 
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这 表明 : dE X Seo) 以 内 之 轨道 (这 时 也 <0, G=0> nvt), 
34 t—> co 村 ,由 内 至 外 地 穿 过 这 些 环 面 . 

EE, nv —0, 故 了 为 不 变 集合 . 

在 对 以 外 之 轨道 (F0, 4-05 n-v<0), 4 too BY H 
AERE EEG a, HA ENIR AP OR e] E, 或 者 趋 癌 奇 点 
(e, 0, 0). 

CRI c-— B, 2—0 是 一 条 轨道 , 它 是 不 稳定 的 极限 环 . 

再 注意 及 系统 的 奇 点 (0, 0, 0) 是 不 稳定 的 , AS AIEE 
f— eo Bp. B4 rc R/2BÓ, 2.7) 是 线性 的 , 其 特征 多 
WK WPA) =A, P(-1)-1,P(-2)- —8, RARE 
Hid AE (72, —1); RANT As, Do, Aa 满足 关系 Ast dataset, 
Bk Re(A3) > 0, Re(43) 7-0, 

一 句 话 , RB (2.9) d (2.7) Z GR, PRT VU ARP, 24 £9 o0 时 
均 趋向 D= S (eo). 

【 丙 】 F bis 

将 要 证 明 上 鞋 的 轨道 都 不 是 周期 的 , 而 是 几乎 周期 的 且 在 3 
上 稠密 . 

注意 及 2 一 S(so) 之 方程 为 p 一 2o+5 sim? $sin9， 故 仅 用 8 和 
由 两 变量 来 措 述 I LEA, BARA HE. (2.90 知 ， 在 2 上 
67-0, 可 取 有 为 独立 变量 ,转调 考虑 微分 方程 

dd(0) $ _ sind HÓ(3/p)sin dcos dons 


dé 6 人 1 一 (38Vp)yeoss 内 sin0) 


-(, $), 


(2.14) 
其 中 p(9, d) — 2» F5 sin? o sin 8, ij OC, p) Ei (2.98) 81. 
XT (2.14), dj T REM, 
定理 ”如 习 上 有 -- 轨 道 是 周期 的 ， 则 翌 上 一 切 轨道 都 是 周 
期 的 、 如 3 上 有 -…- 非 周期 轨道 , 则 一 切 委 道 皆 匡 周期 的 如 了 上 
的 轨道 非 周期 的 , 则 每 一 轨道 都 是 几乎 周期 的 施 且 在 稠密. 
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证 明 ”此 定理 已 在 Coddington 与 Levinson [4] EN T (8# 
该 书 第 17 章 之 定理 17.8-2 8017.4.9), A PRO WE E HR YT 4.2 
RE Ve AE Js 特别, 由 于 af/8 多 仅 有 有 限 个 级 值 成 , 故 它 是 有 界 
变 差 西数 . 1 

按 此 定理 ,我 们 只 要 能 证 明 奉 在 8 使 得 (2.10 AE 
解 , 便 达 到 目的 .证 明 这 件 事 的 大 致 步骤 为; 

引 理 甲 ”车 选取 so 足够 小 , 则 存在 区 间 [ 一 8o， 5o] 使 得 


CAQ] 
88 


其 中 为 了 ~S(so) 上 与 9 一 0, 0«$«2a 相对 应 的 罚 膨 ， 
u,(8) = P(20)— $(0), xx RR AO) 是 方程 AID 在 马上 过 点 
p-(0, $(00 I SLE RITE 

引 理 甲 表 明 Dp, p=(0, $(0) €O, GE = hie — ETSI 
C Bj, p MBE us Q0) He 0 2206 LER IC. 

TIBI SIS IH HE BZ 

IEZ PEC, W PO)AJ&WISUR, V5 EL 一 56, d0]\4, 
其 中 4c [— 89, 5 是 一 可 列 集 . 

于 是 任 取 一 个 这 种 SE [— 50, So] \4,， 考 虑 相应 的 方程 人 2.14) 
JB TE E — S (sp) 1p sot Sain $ sin 8, HBR, 

以 下 分 别 证 明 引 理 甲 和 引 理 乙 . 

引 理 审 的 证 明 可 以 证 明 tp(3) 能 展开 成 寡 级 数 


70, Y5E[ 一 io do], Vp€ C, 


wi) = SI uot, (2.15) 
Hp a-5/ao, E= so/R, 而 且 系 数 019770. AW 
De awt O18), 


从 而 引 理 得 证 .现在 证 明 (2.15) 成 立 . 
首先 选取 足够 小 ， 然 后 选取 品 够 小 ， 反 复 运 用 蝶 开 式 
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A-a) = b3 a*, 可 把 (2.14) 有 方 展开 为 关于 a ABHOR 
级 数 ([ 注 2): 

-$0) = sinf +a(2 cos? f sin* 8 + sin $ cos cos) 4- ---, 

MA (2.16) 

dí 0) Je o, BB BT Be, AO) UN IR (证明 参 见 
Birkhoff [144], mE Lefschetz[194]). 改写 p8), 4 $(0)—c 
cosh i e(8), HH e—1-- 4$ (0), 利用 (2.16) AH e (0) 的 展 式 中 
o^ B^ 的 系数 为 堆 , 从 而 e (0) 前 展 式 中 此 项 系数 亦 为 学， 把 这 改写 
ABBBARA (2.16), 并 利用 各 式 各 样 的 三 角 恒 等 式 以 及 展开 
sine(8) 与 cose(0) 为 级 数 等 , 可 得 


$' (8) —sin 6-5 AUI 4-cos 2 c cos(2 0080) +sin 2 c sin (2 cos 8)] 


x (L— cos 2 8) + [sin 2e cos (2 cos 0) 
— cos 2e sin (2 cos 6) ] cos 9) ++, (2.17) 


JA Ay us (92 E 9 OAD, Æ (2.17) 式 中 必 的 系数 积分 (从 0 到 
2a), BU a:o—r (A Watson[115, pp. 17519 的 公式 ]). 
I 

引 理 乙 的 证 明 首先 引入 记号 丰 (5), HIE [—do, 591, 在 
S(eo) te= so 1 8, in? einO 上 过 ?EC 的 轨道 PO WA gus 
它 绕 z 轴 NAD) 证 ， 故 在 一 周期 内，8 fati 22 N (0. Jo M 
9, T(P) 3E UBI, WS NO) = eo. 

ENO) WAT RII, 任 M 0, 则 存在 3 的 某 邻 域 D, 
使 得 5SE 9 (0) NO)—M. MKE, BMI p) 依次 与 CO Ht 
ZEE RA] p— po, Pr, Pe, c, Psoo 7p, BARIH, C8 O BERE 
增 各 时 , GE REC di HER LER OU. — 用 十 这 些 点 彼此 间 
以 有 限 的 卡 离 相 分 隔 ， 所 以 可 令 5 增加 少许 而 使 N(QTOM. 36 
似 地 ,车 5 自 5 减少 微量 , 亦 有 相同 的 结果 . 
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Hk, Hu N>O,  Dy= {BE lio Dl N (S) NY 由 
ER, VAC Dy, TEREI 8 RET Job Oh 3 Ua = (83, 8-9 
(8, HOM ERE NOD N. HY C 8e, So) WARE, Bt 
m=], 2,8, THE, KEKF i/m 的 这 种 去 心 邻 域 只 有 有 限 
个 。 所 以 这 种 邻 域 具 有 可 列 个 。 注意 及 5EDyv 与 这 种 领 践 成 一 
一 对 序 , 献 Dy 为 可 列 集 . 

4 D- V] Dx, M D JE SERE, BAIT, 5o)\ 为 不 可 
WISE, TA V2 C (一 Bo, 8a)\D, 相应 之 请 (8) 一 oo, B D (p) 非 周 
B. SALER. Gui zx ER ds ey. 1 

EE 七 ”计算 外 法 启明 du T. 

灾 (p, dy OM, PBA S (e) 9 e+ gCe)sin? gd sind, 令 

Qo, p, 6 —p—8—g9(s)sin? sinp, 
pp, y, 33 V ir R) aT, 


$= OG, y, a) =arcig ( nS ) 


IN orR/NG 


B— (n, vy ze (~£ y 
所 ?1, HERA 
Hz, 3, 8) = Qo(2, y, $5, dit, Ya 2», OCE y, gY], 
ixl MEET IARE 


P 
128 


Boh, RATT 
$B. cos poos, FE ~ cos psia o, 22. sin db, 


2p _ -singoosd ôb  singsing 6. cusp 


en E oy B ^ 88 p 
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$0 . ~sin 8_ —0080 20 


Be by ar 
但 -名 ap(s)snécosó rino 2 — 9(s)sin? cos 9 2, 
FE 20 agesin p cosp sin 6 29. ge) ain? d cos 8 x, 
OH. _2g(e sing cos psind 

所 以 , 环 面 的 


28 a e Q 
n p- (22 cing cospsind) & — (2 sint pcos0 )9， r>R/2, 
EFEN S- e C, 则 有 
n- —si-yjzk, 


¥ j 1 (ta 1 dsin® sin #)cos 9 sin z RES 
[ 注 2] 把 4=1 TUE Ce sn pein oo À eo + Ósin? $ sin 6 代 


A@.14), 即 


/p)sin cosd cos Ó 
28/p)cos' p sin 0) 


sin 0 
asin?) sin Fy sU shi | |1- a 2008 BSD ] 
LT GP raBsiniósiüjcos? Jl." I-Xasni$ sig 


1-6 


sin j cos di cos d 


ang ? 


其 中 a 一 6/s., B-e/K, 0a, B«1, 及 复 运用 
U -a)l erat 


可 得 
PO Hn -a2 cos? site OF sin d cos p cos 0) + O(a?) 

+ O(a) HO), 
ÆJ (2.16), 


DICE -三 OLG 


=a 


+t Oa) 4-OCaf) +068), 


2 vos? di sin* 8 isin d cosg cos 8)d0. 


从 而 


2.2 D/Heedene 的 及 例 pa 


(Suy uol) ĉa, _1_ Eula) 


28 de Pees ay oe 

LTP cron psine Ot sinsbeos o 
m- [|7 (acon? sin? 0-4 sing cosd conan 004-05] 

ll» 

所 以 , 当 

acl, B&I, 
synf 2406) | - saff” (2 eost di sin? 8 + sing cosg cox td l 
把 48) <e—cos8-Fe(6), el LPO, 


ALA J = (cos p sin? 0 +sin d cosh e086), di cos 2(e —cosO +-2(6)), sin 3(e— 
coste RF Wy Taylor RR, HBA OG) & Dii, 可 得 
J=} + c0826 cas (2050) + sin 2c sin (20050) )(1— cos 26) 


+ [sin 26 cos(8 cos 8) — cos 2 c sin (2 cos 0 cos 0). 


d 


c 
i Jdg= 579. 


[E 3] 联系 到 D'Heedene 的 例 ,可 以 世 象 空间 动力 系统 的 轨道 的 几何 
结构 可 以 是 很 复杂 的 , 例如 ， 空 间 的 向 期 轨道 可 以 是 打 结 的 ， 参见 下 州 文章 : 
Eyarason[116], Parris(117], Poser(118], 

Parris 的 例如 下 : 


a! == —my+ nes, 


Y= me-inys, 
oF tat— a y), nat, 


其 中 m, nS TARIE SG, 存在 打 结 的 周期 轨道 . 
bussr[118] 对 -维系 统 


dë dy _ PEE 
Tp X» 9 i Ye D, mee ZO y #) 


给 出 存在 打 结 的 轨道 的 充分 条 件 《 该 文 的 定理 1 也， 3E Y Byarekos E196], 
Parris [117] 的 工作 ， 此 外 ， 还 对 同 -系统 给 出 至 少 存在 - :条 极限 环 以 及 至 
少 存 作 两 条 极限 环 的 充分 条 件 (该 文 的 定理 2)。 KARI AL S| A, 
把 系统 化 为 下 形 : 


-H enm, 2) Rai, £, 9, 
de zi, i) nao, s, Oy 
P00, e 9), 


Hehe HSM, OX lel «1, An, ER Parris 方程 可 化 为 
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a =nrs, Si nats n, Bam, 

Hirschflie]wp T Re 上 的 C 微分 系统 

ze 人 一 zwo) 一 有 

如 果 AFV/22, 20, jAi RARIUS £878 36 4 B9; 如 果 GF, / 02,270, jet, WAR 
BASEN. 当 n—3, A FAAR, 定理 C]): 

设 研 是 竞争 的 系统 (或 合作 的 系统 ?的 - -极限 全 (不 含 奇 点 ), 则 有 : 

(a) 三 或 是 一 条 团 轨 道 ,或 是 -一 族 闲 轨道 所 构成 的 柱 面 - 

O 如 系统 是 合作 的 , H OL EoRRE, i LBP. 

(e) 如 一 切 闭 轨道 都 是 双 曲 型 的 , 则 L 是 一 条 闭 轨道 . 
Kh [119] 还 证 明了 竞争 的 (或 合作 的 ) 系统 如 一 3 的 闭 轨道 不 打 结 , 且 互 相 
TËR. 

EBT T — A Antoine 项 链 (参考 Hocking & Young[137), 
vA RS 上 拓 扩 动力 系统 ， 由 于 可 见 , Re 中 动力 系统 的 极 
AMES WR Sat), ROB, 还 可 参考 Schweitzer[24] 的 反例 , 


2.3 Smith 定理 


对 于 二 维 动力 系统 , 上 下面 是 Poincaré-Bendixson 定理 的 一 种 
常见 形式 : 

定理 2.3(Poincaré-Bendixson) 一 维 0 动力 系统 的 非 空 : 
KARRE 如 不 含 奇 点 则 是 -周期 轨道 . 

证 明 参见 Hirsch £j Smale(7, pv. 248—249], 1 

1968, Schwartz[14] E WC XE BB, 得 到 下 列 

定理 2.4 (Poincaré-Bendixson-Mochwariz) 设 Ma 是 二 维 
微分 流 形 ( 紧 致 、 连 通 、 可 定向 ), 在 其 圭 给 定 一 个 0 动力 系统 
p. E M? 不 是 此 动力 系统 的 级 小 集会 , wm 极限 点 集 OQ, 不 含 奇 点 ， 
JE Q,=S* REEL. OG, D) aR Oy, 

证 明 ”参见 [14, pp. 457—458), EEM 2.2 的 推论 。 ] 

1979 4g, Smith[17] 在 附加 车 于 条 件 下， 把 定理 2.3 排 广 到 
一 类 高 维 动力 系统 了 (D)}z+bBtg《D)z) 一 0; 1980, 同一 作者 [18] 
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SORT DT] 的 方法 ， 把 定理 2.3 推广 到 较为 广泛 的 动力 系统 
Dz-j (e). 
考 碟 自治 微分 方程 
F(D)2+bG(g(D)a) =0, (2.18) 
其 中 D=d/dt, f(D) = fot fiD-c e faD^, fo, fa, fuc RO 
WW B. det f 50; 9 (D) = Got p DHH 9, 1D", go, gi, 7 Got E 
RU s(t) cR, CER b cR", PIRR, PEOR), 方程 
(2.18) 等 价 于 
DX =AX+BO(GX), (2.19) 
其 中 X= ool (@, De, =, D'a), B—ool(0, ---, 0, —f,%b), 
a= (Go, gn - 92 THE 4 JE BAR fa 0D) ty 3d Be PE PE 


(companion matrix); 


0 I 0 0 o 
0 0 i 9 0 
0 0 I o 
vu : 
| tfe -Fi Pa ffs fifa finas 
CR, 


其 中 工 ERm>xn 为 么 阵 . 

X 2.5(Smüh[17]) 假设 方程 (2.19) 满 足 : 

(i) 34>0 及 闭 椭 球 SC, L, L) CC MAR SCR 使 
得 

41540, Ix, La) 2 Range OB (y) /óy, 

(4) (2.19) 36 —H BE s Moi D" CI. D*- Op») [€ Do, 

oo) }) iti 
GXES, YZ EI”, 
Git) TH 的 @ 极 限 点 集 ATRA 2.19) A as 
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则 2(C+) 是 (2.19) 的 一 条 周期 轨道 . 

上 述 条 件 中 之 OL BO, Li, In) 的 定义 如 下 : M FADO, 
Si= {K cC |det[ f(2) -bK g(21 一 0 有 两 根 满足 Re) > — A, 
而 《mm 一 2) PH I JE RoG) <A), BM, 4 b— —1, g@) =I, 
f (2) Iz, dei Lf (2) --bK g(2)1-- 就 是 K WHEE, 

对 于 给 定 的 CCC", 非 奇异 的 LEC" 及 Lec, 定义 

BO, Lz, Lj) = {K EC | HR Ly (E —O) Ls| <1}, 
特别 ， 当 Ly—pla-I, BOC, Lı, L) 就 是 赋 范 空间 CH 中 以 C 
为 中 心 , p 为 半径 的 闭 球 , 

定理 2.5 是 王 列 平面 动力 系统 Poincaré—Bondixson 定理 
的 推广 : 

D£-p(, n), 

Dy-«(&, 0), 
Kh SEHR HK pE, n), gE, n) COR). WS E, (2.20) RBM 
(2.18) ITH, RER eoig, n), (a) =op, q), f(D) — 
ID, b= —1, gD) 一 并 Kop I Gm AP. (2.20) HARE oit 
IY BF OG, 9) 平面 内 茶 闭 圆 域 S， 由 于 Jacobi Be 28/6% 是 连 
续 的 , 故 在 S 上 有 界 , 从 而 属于 C977 空间 内 以 零 陈 为 中 心 , 以 充分 
大 的 为 半径 的 闭 球 Z H FZR REK, H E 
界 , 故 它们 的 实 部 都 大 于 某 负 常 数 0A E JE 6552 2, 所 以 方程 
(2.20) 满 足 定 理 2.5 的 假设 G) fm GD, HOD) 不 含 (2.20) 的 
奇 点 , 则 由 定理 2.5 推 出 Q(T1+) 是 系统 (2.20) 的 一 条 闭 轨道 . 这 
就 表明 古典 的 Poinoaré-Bendixson 定理 2.8 是 定理 2.5 的 特殊 
情形 . 

在 证 明定 理 2.5 之 前 , 再 介绍 Smith 的 另 一 个 定理 [18]。 


(2.20) 


7 DH] AGE SHE | 4] (Spectral osm) XU Fe 
)4|&max AQ), 


其 中 (4*4) 是 4*4 IECUR, CC y ACO RS, YI 4] HA SRR. 
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ADR n EPEL 
Du=f(«), (2.21) 
其 中 f:R">R", fFEO(R"), D-d/dt, 1980 4, Smith [18] 利用 
[7 的 基本 思想 把 定理 2.8 推广 到 系统 (2.27)， 
定理 8.6(Smith) 假设 系统 (2.21) 满 足 条 件 : 
(i) BSCR, SS, 了 在 如 内 局 部 满足 Lipsohitz 条 件 ; 
Gi) 3%>0, s>0 及 二 次 型 六 (2), 使 得 
(a) 系统 人 2. 纪 ) 的 每 对 解 mi(D wal), MF Hrs (D, w(t) 
ES 的 一 切 所 均 有 
DY {a:(@) -t E 4-2AV (a1 (2) — za (2) 
<— 8} a(t) et)’ 
(b) V(z) -a^Pz, Ji PER™, PoP, 且 有 两 个 负 特 征 
根 , (nm 一 2) 个 正 特征 根 ; . 
GH) 系统 (2.21) 有 一 有 界 半 轨道 +CS. 
如 CT+) 不 会 (2. 吐 ) 的 奇 点 , WOU) 是 (2.21) 的 一 条 膨 
期 轨道 . 
可 以 看 出, 定 提 2.6 以 定理 2.8 为 特殊 情形 .事实 上 , 给 定 系 
AC 2088 — ARTE TICS, & Soy T* MME, BIG) 
满足 假设 GD， 故 存在 常数 p, 使 得 ` 


[f£G) —fG«ele-sl, Ve, GES, - — (2.22) 
， 余 下 仅 需 找到 满足 (2) GE 0 —2) HKA V (e), HAW, XX 
V (s 一 一夫 一 £)"|e|*, 其 中 p 是 (2.227 式 的 常数 . 车 常数 


Xp, WA n=2 而 P= -4a- pI WER t GOD. 车 
2; (5), Salt) J& (2.21) Hf, H (2.22) 48 
(.— p) CD--22)V (om — aa) 
em (n — m2)" Lf 2) — f (3) ~ Mae] 
<(@—A) |o; — 23]? 
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XH e 0), meld) € SS II — UL RIE, 于是， 把 定理 2.6 FMS, 
V (9) 换 为 S, —L0.-0)7iol*, 则 该 定理 的 全 部 假设 成 立 ; 所 
以 由 定理 2.6 立 刻 得 出 定理 2.3. 

以 下 讲述 定理 2.5 的 证 明 . 

定理 2.5 的 证 明 较 长 , 现 分 部 进行 , 先 证 七 条 引 理 , 莫 定 基础 
而 证 明定 理 3. 所 的 方法 ， 是 利用 线性 映射 <:R RE 把 DX 
AX-- BE(GX ) 的 轨道 映射 到 Ra 上 去 ,然后 借鉴 于 二 维 动 力 系统 
Poincaré—Bendixson 定理 的 证 法 (参考 Hirsch 与 Smale [7, pp. 
248~249]). 

现 把 定理 2.5 的 证 明 主要 线索 勾画 如 下 ， 


引 理 1 4, 上 为 方 阵 , P—P, A'P-PA 负 定 污 4 与 -了 
WHA c+ tio, @ ELF Re(z) >0, A, — P EK 
相同 . 

证 明 考虑 - 族 方 阵 4。= (1 一 从 4 一 8P, OE [0, 1), BR, 
Ao—A, Aim — P, 

可 以 证 明 Ao, VO C [0, 1], ATE z AM Bc bio. 事 
KE, Pie G5 uw'CATP-- PA)w- 0720-0, &k dot P #0, P iE 
E. PPAS 1-6) CAT PALPAD 2202? f, Avi, 


2.3 Bmith 定理 2n 
AE vu 0 成立, 则 
(2Re(z))o"Po= (2+2)0°Po=v'(ASP+ PA,)v<0, 

从 而 Ao, VOE L0, 刁 ， 的 一 切 特 征 值 : JE zo do, 分 别 取 Ao, 
4a, By (D. 

另 方面 ， 由 A, 之 定义 知 ，4。 Zr NIAE CE ABC 0, 它们 不 
能 越过 直线 Re) ~0, We Ay HEF RE Ro) SOARE, 
IPETO, 本 ,是 一 带 数 ， 所 以 立 得 D. 1 


考虑 微分 方程 
DX -—[A-- BM(t, X)G] X, (2.28) 
其 中 A, B, G RO; BR 19) ERE, MO, X) RB EX BR 
BIRO? HES BRM, E [i oo), (2.928 S FXR JE BESS n. 
fe bMU, z)g(Dyz—0, (2.24) 
其 中 MU, 2] XU X —ool(z, Dr, -«, Dte) RA MG, X) Bi 
得 .特别 , 考虑 满足 下 列 条 件 的 (3.23) 和 (2.24); 
BE, Ly, L9) >Range MG, X), (2.25) 


3H82 VZO, Li, Lj) cf, 3e770 及 非 奇 异 、 对 称 常 阵 
Poche (Po teH j ARRIE, 使 得 二 次 型 V(X) = 
XUPX 满足 

DV) & — e X (0|*, t€ E= [fs 00), 
其 中 X (OO JE— ESE (2.25) 的 方程 (2.28) 的 解 . 

证 明 Be MRC E HUM T. Rango Ms (o BC, La, 
Za)， 这 种 映射 的 存在 性 ， 由 Hahn- Mazurkiewioz 定理 保证 ， 该 
定理 指出 : 设 .7 为 麻 量 空间 , HREN EB, ARAR ICS, 
出 存在 连续 映射 ht (0, 31597, HH HangeA( 一 元。 (证明 参 
X, Newman[120, p. 88D. 

4 H-E arm D) t, HBO, Ls, Lodi o 9 O, Ls, 
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LnyC#® BO, In, Lco 我 们 运用 Smith[19, 定理 3] 
AY ee RE SEE KY Vo XK) KX" POX 满足 本 引 理 的 结 
i£. 

事实 上 ， 在 (2.28) 中 取 MG, X) 为 M), 由 Smith 定理 
(19, 定理 8), 存在 Hermite WV (X) — X' PX. RBM so>0, 使 
得 对 于 一 切 满 足 方程 (2.23) [其 中 MG, X) —M10)1 的 FO, 


有 
DV CX (3) & — eo] X |. 


TR, V(X) 2 X P&X , Hh Po 一 ReP, 便 有 : 对 一 切 满 
AL (.28) (2.25) YX), 成 立 
DV CX (0) x — 20} X ( 5, Vt € [to, co), 
ELT 3S RI S38 KERER S. 
ZB X(t BM,G)'P-- PAF BM,G)])JX , 利用 关系 式 
DX = (A-BM;,G) X, (DX)! - X' CA-- BM,G)* 可 得 
LA BM@)'P+P(A+ BMG) X. 
—(DXYPX- X'P(DX) - D(X*PX) 
< eX" X, YX cC, Vi cR, 
=> Hermite kf X^[soI + (A--BM,G)'P-- P(A+ BM,G)] X «0, 
vX€C",vt cR. A Range M,(0 —(0, Lu Da), ik VEE 
BOG, La, La), sol+ (A--BKG)'P-- PCA4-BKG) «0, 取 此 阵 
的 实 部 , 有 
aol + (A--BKG)' Pot PCA-- BEG) «0, 
VYKER BO, Lu Lb), 
Di] Bmith[19, 定理 3 定理 : 


ASH BDX=(AF EM OGIZ, RHE MR SC, Ly, La), 使得 
Range Mi) CBO, Li Lo), 


则 存在 Hermile SP (X) -X*PX 及 常数 o0, 使 得 对 于 一切 满足 (2.23) [ 共 中 到 
Mt, X)55 MOS XC, A 
DV) Sel X (7. 
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其 中 Pom ReP ERI BRE, AZ, (A+BKG) Pot (A+ 
BEG) yi, VK ER) BO, Lu, Da). 
另 方面 ,注意 及 
des[zI — (A-- BK G)] - det fr Lf (2) -5Kg(2)], 
it K CSL AL BEG 有 了 个 特征 值 = MUR Ro(e)>—2, mn 一 j 
个 特征 值 = WE RDA, IBC, Ly, LCE, 可 得 :上 
述 的 4 十 BKG 在 半 平 面 Re(z)>0 内 恰 有 了 个 特征 值 . 
于 是 运用 引 理 二 WH 
— Pa HEY Ti Re 2) >0 恰 有 j 个 特征 值 , 从 而 Po AH jA 
HRE dot Po 0, 
只 要 把 满足 条 件 BO, Ls, L)) Range M(t, Xf M(t, X) 
代入 上 述 K 的 位 置 , 有 
DV (X) = X'L(A-- BMG)' Py Po A+BMG)IX 


<—60|X |, 
VOCE, VX (WR (2.28) J (2.25), Hh V (X) =X"PoX, 
1 
引 理 3 VZO, Ly, L) C41, 3s70, x>0 WR PERM, 
PP, PRR j ATUS TEA, ELAVA) -XPA BH 
是 ; 
© Die CX (1 « et] XO), VEE Tto oo), (2.28) 
DleMxV (X 0) +e] X (4) |*] «0, (2.27) 
WX (lig (2.23) & (2.25). 
WEBB 主要 利用 下 列 两 点 : 
CP) umee, 则 Drum e O-2)*s, V SEC =O, Mil 
4 U-eAX, Hip U—col(u, Du, +, Du), X —-col(z, Dz, 
e Dee) R 
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[1 o 0 = o 
A 1 0 e 0 
A- 9 AX E sie gp 
LAM Opt oput e 1 
CZ) 使 用 引 理 2. 
现 来 陈述 本 引 理 的 证 静 、 


把 4 一 eo Uu RABE (2.24), AAR D's- a (D-AYu, 


得 
CD- 一 Du ulg(D-vHu~0, (2.28) 


Mop, uw] = Mt, eu); (2.25) > Range Mir, v] c- BO, 
L, Lj. 
4 " 
Gi-(K c C""|det[ fA) +OK gE] -0 A 5 AR z 
满足 Re(z) > —A, mn—j PAL z WAL RoG)  —M. 
FTE, Gb—741, 从 而 HAO, Li, Lj). anu 2.28) S A 
HM 2. 35970 Ro KN V o(X) - XP, 48 18 DVo(U Q)) < 
~sU G)’, VC WE (2.28), HER (PER 
Dy AX) = DV UT) 
<< — e?! | AX [<x — eet] X |?, 
VICE, VX (0 WW (2.23), 3x Hie =~ sj A7, ERE, ELE 
VOO =V AX) = X'GI'P,4) X, 《2.26) 成 立 ， 此 时 ， 取 卫 一 
APA, 由 引 理 2 5n, Po 恰 有 j 个 负 转 征 值 , 所 以 由 禹 性 律 推 知 
P ERIWER. 
在 此 基础 上 , 推导 (2.27), (2.25) MG, X) | 有 界 , BERI 
M (2.23), 可 得 
D) X (0 |*] =X" (2412 + (A+ BMQ?-- (A-BMG)] X 
«xet| X (013, VICE, 
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其 中 «0 为 充分 大 常数 , 由 此 及 (2.26) 得 (2.27). 1 
5884 BS, BO, Ly, Le) 是 定理 2.5 假 设 G) 中 的 集合 ， 
JU SMEAR NS x 8 BO, Li, Daik 
D(a) ~P (ya) =N Gh, Ya) (yi—92), Vs, WES. 
证 明 DE (y) -0D(y) /oy, 故 


By) -Pa = | DB Cnt 0-48 


SN Gu, Y) Cr 一 oo) ， 
XU Nn go fT Gut oy )2))48 EOS XS), 


另 方面 , 假设 OI Yat (792) EZO, Ly La), 因为 Yu 
42 € S, wj S RAR BELL LIA gat O (ys — 93)) ~ Cl Lal <1, 从 
而 Ny, y») CBO, Lr, Ls), 1 
基于 引 理 8, 可 引入 下 列 线 狂 映射 x, 它 在 证 明定 理 2.5 时 
起 重要 作用 . 
对 于 定理 2.5 假设 (D 中 之 糖 球 GCC, Ly, La) 应 用 引 理 3, 
可 得 ; 
Be>0, e>OR VAX) =X PX 使 得 
DIPA XG] — ee | X (2) |*, (2.29) 
D[&"xV.CX())--ePa| X(:)|*I«0, —— (2.80) 
对 IEE = [to, co) 及 满足 (2.28), (2.25) 的 一 切 X (O REZ. H 
于 条 件 O 中 集合 ELM 3-2, 故 实 对 称 阵 Ps 有 两 个 负 特 征 值 及 
《mm 一 2) 个 正 特征 值 ， 于 是 , 适当 选取 满 秩 线性 变换 X — Qool (v, 
DAWKE VAX) = X" PAX 化 成 平方 和 
V(X) = |w|? — |vi?, 
x H Qc nnm, det Q4 0, v cR, wER" 3. 
定义 线性 映射 wR” RP UT. 
aX-A 2v, VXER™, 


e 
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TEX Q7 X —ool(v, w), [QIX |= |vj*-- w], VX ER, we 
[aX [--V4CX) = [Q7 X |?, vX R^, (2.31) 
BBG 设 XG), Xa) DX —- AX -- BD(G.X)3k Lto, 00) 
上 的 有 界 解 , E GX), GX) € S, VEE [io 00), 则 下 列 (D, 
(Ga 中 至 少 有 一 条 成 立 : 
G) 习 常 数 520, 070, 使 得 
[Xu — X a(t--h) | «co^, YEE [to, 99); (2.32) 
Gi) Vko0, Sr) >to, 使 得 
]X3(0 — Xae+h)|<[Q] X300 —- 2 Xs], 
Vt€ [r(k), 00), VRE [0, k]. 
证 明 A XG), XH) Æ DX — AX --BO(G.X) Hy it, ws] 
341 
D(Xi—X)-A(Xi1— Xa) - B[B(G X3) -0(GX,)] 
-[DATBRGIG]CX:— X3), 
VE € [to, 92), ix B X (D— N (GX: 0), GX«(0) € AZ (O, Ls, 
Eq) CER, 这 表明 X ,— Xo Jk (2.28) B RHET BEBO fet GEH NCL) 
满足 条 件 (2.25). Br A X (0) — X10) - To) 满足 (2.29) 和 
(2.30), iX EK BR A eV 4(X 400 — Xa (0, e" (XV. CX (0) — 
XsQ)) +e| Xa) — Kale) |*] 3k Wit RTE [o o0) 单调 递减 ， 当 
bet 时 , 由 此 得 出 
oY (X18) — X40)) VX — X30)). (2.34) 
E VX) — Xa(t)) HE [to, oo) FF, MEEA RRR 
lim e"V,OXsG) — Xa(t)), 


(2.38) 


lim et [XV a( X(t) —Xa(t)) + e| X80) — X8) |*1. 


Ati 27» co nf, e" | X0) — X (OO PBFA RRR, E 
常数 c>0 使 得 
en X10) Xat), tE ly, 90), (2.85) 
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Jn (2.85) HL, W eV aX) — X800) 在 Co, co) 并 非 加 于 
TF, 从 而 O> VaC X49) — Xa(0)) BA RM H— 60219) MIL, 于是， 
p (2.84) HEM 0 V4CX40) — X30), Wee; m (2.30 18. 
[a X10 —w Xo) | > IQ? LXs0) — Xa] | 
> |RD- Xa |, viz, 
(2.88) 
所 以 ,或 者 (2.35) 成 立 ,或 者 (2.36) 成 立 .注意 在 这 两 关系 式 中 ， 
可 用 解 Xa +h) EX SQ) (这 里 是 任 一 个 满足 >0 的 常 
数 ), 结果 不 变 ， 这 时 (2.35)，《2.36) 分 别 变 为 (2.825, (2.88). 
假设 (2.32) 对 一 切 有 >0 不 真 , 则 Vh 0, 30 (0 > fo KB 
0 VaCX3(00) — X3(h--0(0))), (2.87) 
而 (2.33) 对 一 切 tO (A) BOL, op Rl, 定义 
H,= {hE LO, k]/0>Va(Xi(t)-—XaGE+h)), 
对 某 tE [to, to--v]). 
BR, Hoa H,, WH (2.87) [0, 间 CH, WW H. J&[0, 4] 
的 开 集 , te CH.) 是 [0, EM — A. 由 Holne-Borel 定理 可 
得 : 3 Rn MB, E] CH... Xx E S e [0, KJ, 则 (2.37) 
对 某 OCA) € [fo, fon] USE, 这 就 推出 (2.88) 对 一 切 i foco 成 
x. 于 是 每 当 人 不 真 时 , Krk) -totn, HAG) RAE, 1 
99:8 XI), Xa) BAB DX — AX - BO (GX) 在 
(—ee, oo) EAH RE, TT AB EX), GX) €, WEE 
(—o0, 90); Jj (2.38) & 
[DX3Q0 [<< [QI -1D.X«C | (2.88) 
JR, WEE (一 co， 00), VhCR', 
证 明 自前 , (2-34) 对 于 —eo«0 «ioo JR XE. A A770, 
Xi@) Xa (0H Fe, Wk lime" V,(X3(8) — X4(8)) 一 0。 在 
(2.84) PE 8 — oo, 得 Oz» V ,CX4() — X400), 这 连同 (2.81) 
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推出 〈2.36), V2E (—00, œ). 1k (2.80) 中 用 解 Xs Coe 9) 代替 
X.GO), AHEM (2.88) Rr, Vt, h CRI, 又 在 (2.36) 中 用 XG+) 
ARE XS), HA |%| RER: 
Auc ELE « iex 0) EX UD] 
i Th d 


4 h—0, RH (2.88). 1 
引 理 了 设 方程 DZ-AX+ BB(GX) 的 一 有 界 半 轨道 并 的 
方程 为 XO), WHI BHe>0, >0, 使 得 
XO AGEN] axes, VEE DR, 20), (2.89) 
Jj DB o BRI OT) RAI 2.19) f] RAA, 或 者 是 
(2.19) 的 一 个 奇 点 ， 
证 明 考虑 级 数 È DC) X CH OIA], 由 条 件 
《2.89) 知 
| Xt vh) X G4 LA) | «cog hn. (2.40) 
由 Weierstrass M 判别 法 推 知 à CX C-vh) — X (t- (54-1) 5] 
Zli, co). — olco, WARNA o KAH X 0) — X (ev), 
lik X (b+ vh)» Y (D, 94 ve oo, JUR Y EO Us, o9), H yoo 
时 , 由 方程 (2.19) 可 得 
DX (t--vh) - AX (t-vh) + BÓ(GX (t-»h)) 
—— AY (t) 4- BE(GY (25), 
全 [to,，o9) 圭 成 六 .所 以 了 Ct) 在 [to, oo) BY OK, TAL 
DY (Qt) = lim DX (ta yh) = AY (5 +BO(GY (5). 
那 航 是 说 , YOWES., CEARA P BO REAR, qa 


F (2 =lim X (t+ (y +1)A) —lim XQ rA) vh) 
=¥ (+h). 
另外 , 由 (2.40) 得 
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IX@-Veo}=! SR) ~ X (o G1)9)) 


«ce M (1-0) 
故 lim (XG) -Y (0|-0, KRR AL) =A.) - Po, 其 中 To 


FEV) HR SAS. FS YOE 2.19) 的 常数 解 ， 
刚 对 应 之 奇 点 就 是 QUID). 1 

有 了 上 述 准 备 工 作 , 现 米 证 明定 理 2.5. 

定理 .5 的 证 明 证明 方案 大 致 是 ,利用 线性 映射 RII 
FO 把 方程 DX = AX+BOGX) 的 轨道 映射 到 R? 上去， 然后 对 
这 些 平面 个 线 运 用 平面 动力 系统 Poinoaré-Bendixson 定理 的 证 
法 , 取得 预期 结果 . 

RE (ii)， 半 轨道 + AR, MOT) «0, MAAR, W 
BRAGD, ALOKA OD) TRE (2:29) 的 整 条 轨道 
的 集合 所 组 成 、 这 就 是 说 , 若 工 EQCT)， 则 满足 X Qo -Y 的 、 
(2.19) 的 任 一 解 XC) 定义 于 整个 (一 co, +00), m B X (0€ 
QE"), VEER: JH BO, Da, La) i C™ 的 闭 集 , J (y) EOR’), 
BOR S WARE S Ja, BEOHAR. Alt, Ae UOS 
SHAR, 已 知 GXES, VX CT", MOX ES, YX EQUI"), 
因此 , TRIJA 6 Z X0), XS) WIT (2.19) WEF QC) 
的 任 两 解 、 由 于 OU) MERA Ys, Pe THA X10), X40), 
这 里 X00, Kot) JE (19) B, 适当 选取 的 解 ， 故 从 (2.33) 推 得 

IY.—Y.«|QipmYi-zF.], V¥i, Ya4C€Q(I), (2.41) 
IRR s: OD >a) BAUR, EH Q(T+) 的 互 
不 相交 的 轨道 映 为 也 不 相交 的 平面 曲线 ,把 QUID) 的 周期 轨道 映 
ARTA ER, MRO) 有 非 阅 期 轨道 Du, YT ARD 
THE, 如果 (TT!) 的 轨道 za (2.19) 的 解 X L0) dl, WE 
BLA D. 在 点 oo Kat) 处 的 切 向 量 就 是 XDX4(t)， 由 (2.38) 
W, EDER. 5b, AQT) AAR, tk ATCA), 
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现在 , 故意 选取 (2.19) 的 三 个 解 X300, Ko), Xs), WE 
们 对 应 的 轨道 D. Dy Lo 满足 条 件 : DicoQm), Mca), 
TCA), FH OQ) CAT)CAI*), & BAK X0) € 
Ls, $ U-nDX.QO) PHH R els FE oR ab BO dE P H 1r 
3. 令 多 是 平面 上 以 xR 为 中 心 , 570 WEBI DRM. AR 
是 有 及 了 的 极限 点 ， 故 当 t> 十 oo 时， 平面 曲线 eT xD. 
必 经 过 急 无 穷 多 次 ， 当 rX RE XO, (2.41) X.) 
接近 X50), iff (2.19) DXG) -接近 了 DXs(0)， 因 此 wDX1(#) 
HORU-ADX.Q). 于 是， 车 半径 5 充分 小 ， 则 在 阅 域 内 沿 
aL 的 一 切 弧 段 ， 切 向 量 均 近 似 地 等 于 了 所 以 , mI. 的 这 些 弧 
段 近似 于 平行 芝 WERE. AA, OA wT 的 一 切 弧 发 亦 如 此 。 
EA 今 垂直 于 OU 的 直径 定义 为 横 截 线 T. TE, 多 内 的 mr 或 
aT EMRE 多 内 最 多 与 了 相交 一 次 . 
AKEH, Dy, Ta 之 中 色 少 有 一 条 是 周期 轨道 假设 不 然 ， 
则 平面 曲线 os, aTa PREA 所 以 wT UE RT 
TRAM. Ste, BET, 使 得 wa, xB 是 x 了 ,相继 与 全 相交 
的 两 点 。 于 是 wa 类 wxB, MEN TCA), ha, BET he 
极限 点 。 所 以 ， 存 在 站 的 弧 段 ， 它 们 与 守 的 交点 任意 接近 
Fara, wB. 可是， 利用 
ms Jordan HREM, MEL 


E22 


S [ Y. WHER, 4 ar, F ragg 
zh RITH, K Erg 

邻 域 与 了 相交 之 后 ， 它 不 

m 能 再 在 ra 邻 域 与 相交 


(Bios m. KBB, Hols RHO SAMMUT). 这 与 w 
是 荆 的 wo 极限 点 这 一 断 盲 相 了 矛盾 , HUT, Da 之 中 至 少 有 一 条 
为 周期 轨道 .换言之 , Q(T+) 至 少 含有 一 周期 轨道 De. 

剩 下 朗 证 的 是 ， 这 周期 轨道 To 就 是 集合 QCT+) 本 身 ， 以 下 
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就 是 此 事实 的 证 明 . 

在 引 理 已 首先 到 XQ), Kale s wi WAM 1, To 的 解 ( 方 
程 (2.19) 的 ). 车 (2.32) 成 立 , 则 立刻 得 到 ; QUI) =A Lo) - De, 
正 是 所 欲 证 的 . 

fut (2.82) RIL, 则 vt c(E), Vh € (0, kl, (2.88) 成 立 . 
HR Ee, 0 为 XA, (2.99) RH: Hol 的 弧 眉 ( 当 
ter(o)) 5 aro 相交 ， 则 人 + 与 To HM, 因此, 了 + 一 了 To， 从 而 
QD) 一 了 To, 问题 解决 了 、， BILL, Bee D* XDROTO <el) 那 段 
IM, HMM aL 不 和 mFo 相交 。 RBA T+ 不 是 周期 轨道 . 
同时 , (2.33) € Hj, Xi) 接近 于 xD Xi) BHF To BR 
在 取 引 再 5 的 X0) - X(t+ o), 其 中 KORNE 7*6 
解 . 这 时 ， 若 (2.82) 成 立 ， 则 XiCO WAL (2.39), 由 引 理 了 知 ， 
Q(D*)- Dv. 若 设 (2.82) 不 真 , 则 (2.38) 成 立 , 即 


[x0 -Xx(reh-- d e) 


<Il laX«() -aXs (12-83. o)|, 
Vi>n(h), VRE (0, k). 
因 D 非 周 期 , 这 表明 
aX.Q)4aXi(itht+p a), 4 (m, 0<heo. 

(2.42) 

注意 在 此 我 们 取 k-o, o To WAM. AKEN: sI 盘旋 地 

趋向 简单 闭 曲 线 Do, 当 t 一 十 oo. 任 取 一 点 BEIo, RT 是 

中 点 为 AR, BUF mrv fe eK EET RR RR, A 

R'CQU'), HOPPER BSE oR! W, T 与 xT+ 的 交点 。 Bi 

以 可 选取 wT+ 与 下 的 交点 Pomme Xa), Pao Xi, def 

mc) Sty <ta T B PDT Pi MaR LBS 可 假设 Py 与 Bt 
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很 接近 ， 以 致 在 axi mS 30 BE, oL) 保持 接近 于 Io 于 
JE, 在 区 间 tacta c 8o, SUPE i m1 5j T" MRR, Ps, Po 
它们 分 别 接近 于 Xo), wXi(tet+2o)( BRE 2), 


如 Ps 并 不 位 于 Ps 与 Ps ZA, Walt HME PaPa GME 
PeP XFN XG) rX rd), Hed MMS P o 这 
便 与 (2.42) HU J&. Ait, Pa 必 位 于 Pa 和 Ps 之 间 . 首先 , 如 假 
BRP 位 在 P. oR ZA, MPM Pak ZA, 反复 运 
FA(2.42), AA AM BE PaPa PaPs, PoPa (Cal), 
ENR efe dEULDHORAHTE, HT 相交 于 点 列 Ps, Pa Po, 
y 这 点 列 单 调 趋向 于 oR’, IRAP t->+0o, mI'U HEH GI 
alo, WRB BA— WR, 即 Pa 不 位 于 Ps 和 wR' 之 间 。 BE 
这 时 导致 矛 丑 .此 时 , Po 位 于 Ps 和 wR' Ziel, 于 是 由 (2.42) 推 
Us WA Ps 出 发 ， 北 着 时 间 沿 Tt 往 回 走 , wT 了? OS 
环绕 Do HHT 相交 于 一 点 列 ， 这 些 交 点 每 个 都 比 前 一 个 更 接 
MER, BBWS oD? 上 的 PiX KAR A Piti FaR 与 
了 之 间 ， 这 与 P. Pa ZKR 这 就 证 明了 Ps 必 位 在 
了 Pa aE Zi, AWH ttoo p, mI'U 盘旋 地 趋向 wTo， 所 
Bl, ae QE), 利用 (2. 纪 ) 可 得 2-2), 3 
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设 OM, d) 是 一 度量 空间 , 9:R* x M M EM EHDIR 
Hk. Sell[20] 证 明了 : d$ g(5, p) 是 正 向 Lagrange $ ALTE RA 
定 的 ， 则 Q, 是 一 周期 运动 。 这 结果 可 看 作 Poincaré-Bendixson 
定理 的 一 种 推广 . 

先 引入 若干 定义 : 

(D 运动 g(t, p) HH Lagrange 稳定 的 ,如果 DO) 是 紧 臻 
的 ; g, P) 称 为 正 向 Lagrange 稳定 的 , MET RRA, 

Gi) 运动 9G, 2) 称 为 几乎 周期 的 , MR vec 0, 集合 

tz€R'|a(g(t--v, p), g(t, p «e, VEER} 

ER BH Be, — f Y CR 叫做 在 员 : JH Si, 如 
JR 357-0, 使 长 度 为 工 的 任 一 区 间 (a, t+ D) HREN: (a, wt 
DNY #9. 

Qt) 运动 g(t, p) 称 为 相对 于 集合 DOM 是 一 致 正 向 
Jlanymos 稳定 的 , 如 果 Ve>O, 352-0, 使 得 

q€r*(p, GED, dlg, d) 8 
(gig, 0, g(d, 2) «s, Vtz»0, 

Tu D—M, DK 9G, 2) 是 一 致 正 向 Xanygos 稳定 的 . 

Gv) 运动 9G, 2) 称 为 相对 于 集合 也 一 本 是 ( 正 向 ) 渐 近 稳 定 
A, mE CR) 它 相对 于 刀 是 一 致 正 向 anyHog 稳定 的 和 ( 乙 ) 
30, 使 得 对 于 每 一 满足 4(g, +(p))<<mo 的 gED, IER, 
使 下 式 成 立 


limd(g(*, 9), 9G +, p))=0, 


性 质 ( 乙 ) 可 用 另 一 方式 表达 : 令 
Alp) = {9 EMIIrER!, limd(y@, e), g(t--v, 2)) =O}, 


A4(p) 称 为 +Cp) 的 豚 引 区 .车 390, 使 得 
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DNB(L*(p); m) CAP), 
MEZ gt, 2) LEER CZ), XB BG, e), GC M Z EUN 
BG, a) - (s€ M| tH GEG, d(z, a) «aj. 

注意 及 BG; e) -B(G, e), VG M. 

d; D-M, WEIG, Pp) 是 渐 近 稳定 的 . 

O) EDOM 为 非 空 不 变 集合 .我 们 说 动力 系统 在 了 是 等 
度 连 续 的 ,如果 Ve>0, 3570, 使 得 

p, € D, d(p, 9)<dd(gtt, p), gt, q)) «e, VEER? 

现 来 陈述 Sell 定理 . 

定理 2%.7(Sell[20]) 设 gG, p) 是 正 向 Lagrange 稳定 的 ,而 

且 又 是 渐 近 稳定 的 , 则 Q, 由 一 周期 运动 组 成 , BI g(t, p) ARE 
Rot, 9) 为 极限 ; 而 且 9g(b# 9) 是 渐 近 稳定 的 。 

此 定理 的 证 明 依 琅 于 下 列 定理 及 引 理 : 

”定理 2.8(Deysaoh-Sell[21]) Wt g(t, p) Æ IE fj Lagrange 
稳定 的 , 对 于 T+C) UG, 是 一 致 正 向 Jsiyuon 稳定 的 , 则 Q, 是 几 
乎 周期 运动 的 极 小 集合 . 

引 理 1CSeli[20]) BED BRR, JUPE JE EX SE H Rh R 
合 , 则 

(D 动力 系统 在 D 上 是 等 度 连 续 的 ; 

(Z) Vp, GED, p¥g,，3m>0 使 得 

d(gQt, P), 9G, D) Sn, VEER 

引 理 2(Sell(20]) Wt A,— (pc M |g, Pp) 渐 近 稳 定 }, 则 

CH) Ae dé M 中 开 集 ; 

(Z) P*(p) c A, E70, fii BT (m CAs, 

5132 3(Sell[20]) 设 DOM 是 极 小 集合 , GED, W 

卫 由 一 条 周期 轨道 组 成 仿 D= D (9). 

现在 先 承 认 这 些 结 果 (定理 2.8 及 引 理 1~3), 把 定理 2.7 

的 证 明 勾 面 出 来, 然后 分 别 补 证 它们 。 
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定理 2.7 的 证 明 HER, g, p) 既是 正 向 Lagrange 稳定 
又 是 一 致 正 向 .layxoa 稳定 ， 册 定理 2.8 得 O, 是 几乎 周期 运动 
的 极 小 集合 。 另 方面 ， 由 于 g(t, p) 渐 近 稳定 ， 故 按 引 理 2 得 : 
Zw0, 使 
BO p) 0) =U GO) n) As. 
但 是 , THP) UOCI O), 所 以 QC A,, 
取 gEQ,, Wot, q) 是 渐 近 稳定 的 车 2。* 了 (q), 则 39E 
QAT). FEIER, 使 
lim d(gQ, 4), g(t--v, 4)) -0. 


这 就 与 引 理 工 的 结论 ( 乙 ) HUE. BD, Q,— D(9). 于 是 由 引 
理 3 立 得 2, 是 由 一 条 周期 轨道 组 成 . Bot, q) 的 渐 近 稳定 
PE, HE (ACA) BIHE, 1 

现 来 补 证 定理 2.8 及 引 理 17-8, 

定理 2.8 的 证 明 (Deysach-Sell[21]) 此 定理 的 证 明 依 赖 于 
下 列 两 定理 (Hexaimgzi 与 Creranos[8]); 

[1] & gG, P) EEH Lagrango 稳定 的 ,而 且 

(D gG, p) — SEIL T. Qs 

(1) g(t, p) EAE AL I+ (p) 来 说 是 一 致 正 向 Tanyi 稳定 
的 , 则 s 是 几乎 周期 运动 的 极 小 集合 。 

[2) ik g(t, 2) 是 正 向 Lagrange 稳定 的 , 则 

2, 是 极 小 集合 €» gG, 2) 一 致 浙 近 于 Qp. 

定理 2.8 的 证 明 大 意 是 ，g(t, DHT TO) UA, ARE 
fi any non 稳定 => OBES ro gp) 一 到 其 近 于 Op 
GEM g(t, 办 对 DG) J6— SGE RI Jaxyson 稳定 的 ) > O, JE 
几乎 周期 运动 的 极 小 集合 . 

以 下 和 集中 证 明 : Bg, p) MFI (py) UQ, 是 一 致 正 向 
:nyHoa 稳定 , W O, 是 极 小 集合 。 
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W gl, p) EEH Lagrange 稳定 的 , ROAM, ERG ER, 
dH TG CO, 车 能 证 明 任 取 "E Qo, WA re TG, M 0, 是 极 
小 集合 。 AS, MEW: 任 取 g, rEQ, Ve>d, IER, 使 
dlr, gw, q)) «26. 
Fig, rE 0。， 故 存在 序列 (uu), {to} CR, 2,7 00, 加 一 co， 
使 得 
gn—glsn 2) d, Tu gl, Dr (n o2), 
Ve>0, 技 一 致 正 向 Ian) nop 稳定 性 的 条 件 , AR 0770, 24 m JE 
分 大 了 时 (例如 mem), 因 Qa 3, 有 
dd, 1) <8, 
于 是 由 一 致 正 向 Asrysos 稳定 性 得 
d(g(t, qn), JE, q)) «e, vi>0, 
fast mmo), 有 
Pam glo, P) =a- Em, du), Vt, 
XL BE ty oo, 故 存在 ni W 1.58070, Vnzens 于 是 
d(g(t, ~—sm, q), Ta) - d(g(la— S», 95, 
Gta Sms Im) <8, Vn, 
又 选取 wa, Bd ors, r) <e, Vua NON soni, m), > 
Tets Sn ERI, Wd 
d(g(z, g), r)«&d(g(ts—sa, q), rw) -d(rs, T) <28. 1 
引 理 工 的 证 明 — (EF) GXCRE GE HEC F Hensgali- Crerasont8] , 
pp. 388-389 的 8.09 的 推论 (中 文 版 ， 下 册 ，P. 420 的 推论 2). 
CZ) 这 部 份 可 由 ( 甲 ) 推出 . 事实 上 , 若 不 成 立 , 则 30,9 € D, 
pg, 及 序列 {ta} CR, 使 当 dip, g) =2e>0, 有 
d(g(ts, P), glin, QO (n— o9), 
对 此 8770, HOR), 3870, FEER n AHK, A 
(gta, P), gts, 92) <8, 
Vini 4$ 8; 
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2e—d(p, q) -d(g(g(ts P), — tn), gg tn, Ds —1n)) <A, 
1 
引 理 的 证 明 因为 A 是 正 向 不 变 集合 , 所 以 只 需要 证 第 二 
部 份 , DHCP) cA 9 3970 fi 8070; cA, 
设 pE A, Hg, p) WD TE, 350, 使 
BTP); m)cAQ). 
对 于 som 70/2, 由 于 g(t, PD) 是 一 致 正 向 Tanyuon 稳定 ， 故 决定 
一 个 ao 一 5o(ee)>0, 使 得 
q€IT*(p), GEM, dla, 9) <o 
-»4(g, (6, q), glt, d) «eo, VERO, 
Jj n= 30/2, 可 证 明 : B); CA, 是 为 引 理 的 第 二 部 份 ， 
以 下 就 证 明 这 件 事 . 
为 此 , 我 们 分 两 步 走 , 首先 证 明 
VIERBL*(p)s 9o), 渐 近 稳定 性 定义 中 的 性 质 ( 乙 ) 成 立 。 
(2.43) 
其 次 证 明 
Vq € B(P*(p) 50/2), 运动 g, 2) 是 一 致 正 向 .ImayHoa 稳定 的 . 
(2.44) 
TJE£&3t (2.43), (2.44), 18 
vg € BU (0m, 浙 近 稳定 性 定义 中 的 全 部 条 件 威 立 ， 即 
BHP): 1) cA, BBE, 
SE WE (2.48), 
d aC BU (0:80, 由 BCP) 50) E X, 34 6 P*(p), 
IEA, 9) 8o Hi So SMI, A” 
d(g(t, d), g(t, DN) «eo 70/2, Vtz»0. 
XWGCD(G», i Sv CF, v0, 使 
d(g(t-r v, p), gt, N)<no/2, V12»0, 
MAS, 9 EBH); 909 D* GO CB(P* (n 9/2). 
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RB IERT*(p); 60), GEB) %0/2), W 
q, FEBO) m) SACP). 
因此 , Sr, FER, 使 得 
limd(g(t, q), g(f-v, p)) ~limadlg(t—7, g), g(t, ) -0, 
limd(g@, d), g(t--$, p) lim d(g(t—8, 9), gG, 5) 70. 
EEH Jlimd(gQ, d), g(t--$—v, q))=0, 
即 是 说 , GEAR OE); /2) CAC), 从 而 (2.48) 成 立 。 
其 次 ,证 明 (2.44). 
IR gG, 9) 是 一 致 正 向 Tanyas 稳定 的 ， 故 Ye>0, 按 此 稳定 
性 定义 可 决定 一 个 0(6)70. RA gC, p) 是 渐 近 稳定 的 ， 故 当 
q€ 9(7* (p 5/2), dr c Pe, 使 得 
Iimd(gQt, q), g(t-v, p)) 70, 


WARF 3-8(5)0, 370, 使 


d(G, q), Kia, P) < MO, VET, (2-45) 
[可 故意 选取 去 sce <s. ] 
Biete, vu C [0, T], 35,0, 使 得 
d(d, gn 9)) <=> d(g(s, D, gis, 9)) - 
«4 si), Ys€ [0, TH. 
[eio sco. | 
BR SURE BH GIC ICO, Th 9) 被 开 集 族 
WO, 2)380 lh € Co, TI} 
BEES, bx RE HUN RE, 12579 
(gl, 1); 1), s Blin 9); Bn). 
4 Sm min (Ss, ++, Sn), WHE FRB: 


2.4 Sel x 理 a 
MM $20, dli, gê, )-:8 
alg, d), G+, q)) «2e, Vtz-0, 
SB ot, g) E — BE) Janyson 稳定 的 。 以 下 就 证 此 事 。 
A, AWAPE, (DOT, ROTE, 
WEG), 有 
digG, d), a5, N)<F le) <s, vae LO, T—8), (2.48) 
TE (2.45) PR t T, 16 (2.46) PRR s- T - 2, 可 得 
d(g(T —2, 4), gT +r, p) «d(g(T —, d), (T, a)) 
c d(gCT, 4), g(T-ov, p)) c8(e). 
注意 及 此 5(8) 是 按 g(t, p) 的 一 致 正 向 JAnnynon 稳定 性 定义 取 定 
的 , 故 
ag’, (P —5, D) IU, gr, v))) <e, ver, 
或 d(g(--T—$, d), ge --v--4-T —$, p)) «e, Vt'z»0, 
从 而 得 
d(g(t, d), g(t-- $7, p)) «e, Vtz2 T —4, (2.47) 
gc (2.45), (2.46), 得 
d(g(t--8, q), g(t--5--v, p)) «o, Vtze T 9, (2.457) 
d(g(5, D, g(t-8, q)) «s, VtC LO, T—4), — (2.40) 
i5 (2.457) 5 (2.47) SH, BAEMECRSR, 有 
OG, d), 9(1--3, q)) 2e, Vt T 0, 
把 此 式 与 (2.46") 合 并 , 即 得 
d(gQ, d), g+, q)) «2o, Yi>0. 
情形 G3)。 由 假设 ,dC 名 9 (S 9) «oe (D, FDL IR 
(2.45), MAG, g(v--$, p)) <ò, il g(t, p) 的 一 臻 正 向 Aanyxos 
稳定 狂 , 有 
d(g(t, d), g(t--v4-8, p)) <e, Vtz»0, (2.48) 
iE (2.45) 2.48), 有 
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ag, 9，9( 二 名 q)) <28, VERO, 1 
518 3 的 证 明 车 也是 由 一 条 周期 轨道 组 成 , 则 显然 有 
D-T) =r). 
反之 ,注意 到 Hewnuzniü-Crenamon[8], p. 361 的 5.13 推论 (或 中 
文本 p. 884 定理 21 的 推论 ), 可 知 : 若 极 小 集合 也 不 是 出 一 条 周 
期 轨道 组 成 ， 则 D 含有 不 可 数 条 不同 的 轨道 ， 从 而 Dro, 
Ve € D, 1. 
5 注 匡 “这 里 的 “ 浙 近 稳定 性 ”定义 比 一 般 文 献 中 所 见 的 有 关 定 义 要 求 
更 强 , 医 此 处 要 求 Tanyson 稳定 是 一 致 的 . 


L2] ”如 结合 动力 系统 (1. 了 D, 可 得 出 Se 定理 的 特殊 情形 ， 参 见 
Cronin[121], 


2.5 Schweitzer 的 反例 


在 应 用 时 ，Poinoar6-Bendixson 定理 的 推论 一 一 环 域 原理 ， 
是 研究 平面 动力 系统 周期 轨道 存在 性 的 重要 工具 . 

定理 2%.9(Poincaré-Bendixson 环 域 原理 ) — WE ACR? 是 一 
环 域 , 其 内 不 含 (1.1) WAR CART n —2), 当 tH, (L.1) 的 
Sui T(P), pCOA HRA Int A5, WEA 内 至 少 存在 (1.1) 的 
一 条 周期 轨道 . 

一 个 自然 的 问题 是: 光 原 理 能 否 推广 到 n3) 维 动力 系统 ? 
在 这 方面 , 有 一 个 著名 的 问题 (参见 Smale[22], Fuller[23]). 

B Pes xD, 在 Ts 上 给 定 一 个 非 奇异 的 Or(r>>1) 向 量 场 
X, X(p), p EOT? His Hy Intl), o] X 4e T* ARB EA A 
期 轨道 ? 

1974，gBehweitzeri34] 优 美 地 举 出 一 反例 , 亲 明 具 上 述 性 质 的 
OF 向量 场 X 不 一 定 有 周期 轨道 . 

在 同一 文中 , Schwoitzor 还 给 Seifert 猜想 (“S* 上 的 非 奇 异 
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Cr 向 量 场 是 否 必 有 闭 积 分 曲线 ?”) 以 否定 回答 (0 情形 ). 

这 些 结果 被 公认 为 近年 来 动力 系统 理论 的 一 个 引 人 注 目的 进 
JR. 但 是 ,迄今 为 止 , 在 Cr(r>>3) 情 形 , 这 两 问题 仍 未 解决 . 

现 来 扼要 地 介绍 Schweitzer Ay bU fj, 

在 实心 环 P= S xD EEL HY EO, Y 在 873 的 
向 量 均 指向 Ini(7”), Y 有 唯一 闭 轩 道 7, 它 就 是 T3 的 中 心 圆 . 任 
取 一 点 PeEy, Poti BRU Po) MY 修改 一 下 ， 使 得 存在 一 
个 以 Po Ahhh Nt WOPO CU (Po), BWP) ARRAS 
REFF YOP) WHR, RAY (Po) 是 修改 后 的 向 景 场 在 Po 
的 向 量 ; 另外 , 修改 后 , 了 是 唯一 的 闭锁 道 , CEW Po) 内 那 段 就 
是 该 圆柱 的 轴线 、 向 量 场 Y 的 其 余部 份 定性 地 与 原来 的 -一 样 。 

构造 一 个 Schweitzer Mik, RITE KA W (Po) 中 以 便 截 
断 上 述 之 闲 轨 也 并 保持 所 产生 的 何 量 场 P COS 这 就 是 一 个 定义 
TE T E, Æ oT’ 指向 1n1(77), BUS PL Si A) Or, 非 奇 异 向 量 场 ， 
是 为 Bohweitzer 反例. 

Bohweitzer 图 块 的 构造 如 下 : 

设 在 到 上 给 定 一 个 具 例 外 极 小 集合 名 的 Denjoy 向 量 场 
(OD. A&N-PAD, PEPE, 把 六 连续 地 变形 为 一 个 高 速 
ABU, WHS, 4 B=N xt, 在 妨 上 定义 一 个 0: 向量 
H, ERFIR: 

(2) BAMBI: 

W) EEN x {1/2}, Nx (—1/2) 处 各 有 一 极 小 集合 ， 骨 为 
名 的 复制 品 ， 

(0) 办 x 可 的 每 一 轨道 或 者 浙 近 于 上 述 极 小 集合 之 一 ， 或 者 
与 家 xD! 的 边界 交 于 (mn 一 了 D) 或 (n, D, nE N; 

(d) IP= (n', 1), P"—(n', —1), WEN, HAI CP) c 
B, P*(P^) CB, 

PRED 参考 北京 大 学 丁 同仁 的 讲 杭 (1973, 8, 青鸟 市 ,全 国 常 微分 方程 会 议 ) 。 
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N-Tp* 
Q2 


(9) 在 08 BR RES Y (Po) HI, 

FERB RAA W (P9), eB WP), 1 Pi Pi, Pe 
Po, 如 图 4 所 示 , 从 而 截断 也， BERT RS P CO, 没有 闭 轨 
i. 

BERG RU CRAETR (a) ~(e)) 的 存在 性 ， 在 Schweitzer 3 
3 [24 rp JOH" ERIR KER. OE ESL Ae HAN F: 

EN eo 维 流 形 (无 边界 ), ZAN ERU dE AERE 
C (71) Ba BER, CA ORC He Ae CCN, & DY [-1, 1, 
dk Nx D! 上 定义 向 量 场 Ko 一 (0, X) X Zo (Z, 0), Kr X Æ 
D 上 的 一 个 常数 ( 非 零 ) 向 量 场 ， 
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主要 引 理 ([24，p. 390]) 在 六 xD: KEX C* fp OX X o~ 
Xi HE, EEN x (一 1, 1p BUCH 7 PRANK, 使 得 X 
的 每 个 闭 轨道 只 有 两 种 可 能 : 

D 一 个 从 (wm —103l(, IRSE, KH n ENVE, 

(2) 2 在 ex {+d aA. 

我 们 也 可 以 不 借助 此 引 理 , 直接 在 马上 构造 一 个 of 向 量 场 ， 
使 它 具 备 性 质 (a) 一 (ej， FHT hee”, 

先 回 顾 两 佳 基本 事实 : 

(HB) gA:R1—[—1,11, 4€ O7, 18 ve i= AG), VEERE, 
A3) Coo, UL, o5) U {0}, a2) 1. 

(Z) HTAR OM fü WE M, RRR VC MOM, Ip: 
M->[0, 1), PEO”, 49 e 7(0 —8M, p (0 =E. 

于 是 有 于 列 命题 . 

命题 hee M k-i 向量 场 ， 有 一 个 紧 致 不 变 集 合 
CoM, 在 及 X[ 一 1, 1]E X I8 E V — Qu, WH 

u(z, t) -AG)p(Ov(2, Yæ, D € MxE-1, 1], 
wa, £) -1—X ()pGO, Ye, 2) € MXxt—1, 1), 

则 V Aa EBAY AHEM Ca) (o) 

Schweitzer 反例 的 要 点 之 一 是 利用 O'R Den joy i BEBGBU BI 
外 极 小 集合 的 回复 运动 把 原来 向 量 场 的 唯一 局 期 轨道 截断 ， 这 里 
O 起 重要 作用 , 因为 按 定理 2(Schwariz), T^ 上 的 0 tty, A 
可 能 有 例外 极 小 集合 . 

鉴于 Bchweitzer 的 反例 , 如 欲 保证 TY， 上 的 非 奇 异 O* 向 量 场 
《在 2T? 指向 Int《T3)) 存 在 周期 轨道 , 需 对 向 景 场 附加 一 些 条 件 ， 
常用 的 方法 是 引用 “ 环 区 原理 ” 这 将 在 下 一 章 里 讨论 . 


CE] 这 旦 北京 大 学 姜 伯 哆 提出 的 ， 
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关于 Poincaré-Bondixson 定理 ,还 有 下 述 工作 : 

Hastings [195] 用 “形状 理论 ”(shape theory, 参考 Borsak7196]) 讨论 
T Re 中 类 似 于 平面 Poincar6-Bendixson 定理 的 问题 ， 其 主要 结果 是 设 M 
ER 的 一 个 有 边界 的 紧 致 4+ 维 子 流 形 , g RxL, o) Re 是 连续 的 半 动 
力 系统 (semi-dynamion] system)， 当 # BIN, id M 的 边界 的 轨道 都 进入 
旭 内 ， 则 存在 止 向 疾 近 稳定 的 紧 致 不 变 集 ( 正 向 及 负 向 ) KCM, 使 得 包 
BRA EK GM 是 形状 等 价 关 系 (shape equivalence), [195] 指出 , K 可 能 
是 “病态 的 "， 例 如 , 对 于 没有 奇 点 的 动力 流 , K 可 以 是 .x ST, 其 中 5, 是 
Warsaw B, “42> 0" (Warsaw civele) 是 在 圆 上 把 -一 外 弧 换 为 ein i 曲线 


及 其 极限 线 趴 而 得 出 的 图 形 (有 见 本 5). 


H 
H 


图 5 
JESCEELIS7), Camacho[198], Markust109]。 
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多 年 来 , 研究 (>3) 维 动力 系统 周期 轨道 的 存在 性 , SKK 
"SRI UE", 


3.1 环 区 原理 


定理 3.1 ( 环 区 原理 ，Poinoaré[12], Pliss (IDiec) [25], 
Reissig, Sansone, Conti[26]) HRA (1.1) 自 环 区 了 的 边界 
OT 出 发 的 轨道 当 t 一 ce 时 进入 
Int(T), T 有 一 人力 维 "截面 ” 
S", ERE t-o 时 穿 过 它 的 一 
切 轨 道 的 局 部 横 截 面 ， 而 且 每 一 
Sulk 9(52), PEST Bt—a(p) 
>0 时 返回 S", W gCo, p) E 
S" M TRA 0) 的 周期 轨 
if. 

证 明 ”参见 [25], [26]; 所 用 
的 工具 是 Brouwer 不 动 点 原理 ， 有 关 Brouwer 不 动 点 原理 的 证 
Bj, 参见 Smart[27]; 1978, Milnor [28] 给 出 一 个 初等 证 明 ; 1980, 
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Rogers[29] 改进 并 简化 了 其 证 明 ( 见 附录 1). 1 
在 构造 环 区 外 时 , 其 边界 al 往往 可 用 Tay non 函数 来 定义 。 
例如 , 对 于 非 线性 反馈 系统 


a= An—bf(o'x), 
其 中 了 为 非 线性 函数 , 可 用 下 型 的 曲面 组 成 OT". 
Set) [se Rea" Qo MIO L 
Hp QER 为 对 称 阵 ,a, B 为 适当 选取 的 常数 .在 Rs 情形 ,图 6 
BAIS RRM, Reet P(e) =S) 由 Sy(w) mso(e)， 其 中 
Sala) 是 包 食 原点 的 一 个 椭 球 型 区 域 ， Sy(w) 是 一 锥 型 区 的 外 部 ， 
Solz) 是 一 小 柱 体 的 外 部 , 其 作用 是 除 掉 原 点 。 


3.2 Smith 定理 的 推论 


TE 2.8 中 描述 过 的 Smith 定理 ( 定 埋 2.5 及 定理 2.6) 可 用 来 
获得 保证 方程 人 2.18)， 即 
fO boó(g(D)g) -0 
存在 非常 数 周 期 解 的 充分 条 件 。 
先 讨 论 耗 散 系 统 。 
如 果 存 在 常数 ua, 使 得 系统 (2.19) 的 每 一 解 X ORE 
kim sup|X (f) | <p(é>+00), 
则 称 方程 (2.18) 是 耗 散 的 ， 有 一 简单 的 充分 条 件 ,保证 (2.18) 是 
耗 散 的 : 
AWM ACES, 使 得 |y| O) — Hyl-»0(y-o2), 事实 
上 ， 当 此 条 件 成 立时 ，(2.19) MDX -K X -6 CX), 其 中 
K= A+ BHG 是 一 常 阵 ,其 一 切 特征 根 * 满足 Re(z) <0, 而 
` W(X) = BIOGX) - HGX] -o(X) (X o9), 
于 是 引用 Nance (25, p. 42] 的 一 个 定理 , 可 得 (2.18) 是 耗 散 的 。 


3.2 Smith 定理 的 推论 $5 
定理 3.2(Smith [17]) 设 方程 2.18) 潢 足下 询 四 条 件 ; 
Ci) BO =0, f(0O)&--bdb(g(0)a) 40, YORRER", 
(1) Dy) ty Jacobi E J (y) mE J (0) € 5; 
Gil) J 了 C9) 满足 条 件 
Range J (y) CBO, In, bi) CE, A70, 


Gv) 方程 (2.18) 是 耗 散 的 ， 

WHR 2.18) Bb FH — Pape AUR). TMA. 19) ie 
AYRE, 其 Q(T) 或 者 是 奇 点 0, 或 者 是 一 周期 轨道 . 

证 明 先 粗 略 观察 各 条 件 之 作用 : 

(i) 2-0 J& (2.19) HE — Bs (09 44+-BI OG 有 两 
个 特征 根 z WE RoG) >O, SEA (nn — 2) PHF AERE UE Re (2) <0; 
Citi) => 可 应 用 2.8 节 的 引 理 8, Miti (2.29), (2.30)x4$ (2.19) 的 
— Hi X 的 成 立 ; (iv) 人 (2.19) 的 每 一 半 轨 D WA. 

本 定理 的 证 明 线 索 巧 

HOER”, X cR", i OXER, FH S=R, 所 以 (2.19) 
HE-HE RA RIS X (0) 48 GX G) € S, Vtz-0, 连同 假 
设 GD，GiD)，Gv) 可 见 定理 2.5 的 假设 全 部 成 立 。 于 是 依据 定理 
25 IRAE CO , 有 : 

要 证 定理 的 前 半 部 , 只 需 证 明 至 少 对 人 2.19) 的 一 个 半 轨 道 DP 
KOAT). (AGH 2.5 RE, MOT) 不 含 奇 点 则 必 是 周期 
Sol.) 

要 证 定理 的 后 半 部 ,运用 (2.29)，(2.30) 两 式 . 

现 来 分 别论 述 之 ， 

先 证 明 ， 系 统 (2.19) 至 少 有 一 半 罗 道 荆 具 人 性质 

oga), 
对 本 定理 假设 (i) 中 的 BO, La, D.) YH 2.8 152-9] 88 3， 得 出 : 
(2.29) RKU VX). FE(2.19) 8E Vul 六 分 成 两 类 : 


56 8. isset bb 
(m) rcx ER™| V(X) <0}; 
(Z) TE{X ER" | Va(X) 20}, 
FY PAGER CF) rh f Do PE O QI); CZ) HAY TAL HE HR 
aL) = {0}. 
FRE, HRR, JO) Ei > At BI OG 有 两 特征 根 
z, Re(z)>0, Kk (mn—2) TEAR z, Re(z) <0, MTF FER 
RCR', 用 代 换 X — Ru, v)7, wER*, ec Rm, 可 把 (2.19) 
MRE DX =[4+ BI OGY 化 为 
Du=pu, Dv— —gv, 
其 中 ,9 为 实 阵 , EMME BRIER, A (y) — N (y, Oy, 
HOS y 0m, ABU) -J(0go(y D. Bi EL A Be (2.19) 
72 DX -[A--BJ(0G]X--(X5, Hep CX) -oC( X D Ox > 
9), ALB X — R(u, v), 可 把 这 改写 后 的 (2.19) 变 为 
Du=pu+ y(u, v), Dv —gu+ palu, v), (3.1) 
Hp pa Wa Elu, v) (0, OEA oul - lol), 在 选取 吾 时 ， 
可 使 2 十 2 为 正定 阵 . 
在 (2.29) 式 所 确定 的 二 次 型 aX) h H X — R(, v)" 代 
入 ,得 
Wu, o) =VaR(u, v)*), 
R (2.29) ZH: MF (2.19) 或 其 线性 化 方程 的 一 切 解 互 (全 ， 
eva《( 玉 ( 引 ) 是 严格 递减 函数 , 故 对 于 (3. 及 其 线性 化 方程 的 一 
WIE, OMW (u(t), v(0) 是 严格 递减 画 数 ， 对 于 方程 Du pu, 
Dow —qu HER u0) —0, »(0) +0 的 任 一 解 ,有 
WO, «(0)) 7 eW (0, e(0)e7?) 
=W (0, vO)eF™), v17-0, (3.2) 
又 因 J 了 (0) EER A+ BJ (OG 有 (mn—2) 个 特征 根 z 满足 
Rel) 过 一 A。 记 以 ,入 一 g 的 所 有 特征 根 入 + 满足 Re(x 二 入 <0， 
WA. £t oo RE e^79— 0, 在 (3.2) 式 中 令 1 王 十 o0, 18 W (0, 9) 


5.2. Smith ZENE a 
770, NO CR", FERU, v) Js Wu, v) <0 的 任 一 向 量 ， 
MAREAK a, 8, y>0, 有 
; o|v|*« W(0, 9) «W(0, vy -W (u, v) 
<Blul tylu] ol. 
这 蕴涵 着 
Jul1vlety+ (28) 17, Yiu, v) th Wu, <0, 
由 此 推出 当 (w e) (0, 0), Qu, v) € (Cu, ER Ws, v) <0} 
BY, A dn Qu, o) =o(|u]), 
BA, pop EE A y>0, 570 使 得 (3. 了 的 解 满足 
D(jul*) wp +p) ut tu, oyunlu], (3.8) 
3 Jul <8, Wu, v) <0, KB eH (ule), v(2)94 (3.1) 一 切 
We Bt PH BR, BU W (wo), vG) <0 BYE Wud), 
DRI) <0, Vito, AA W (0, 9) 2-0, 故 任 一 这 样 的 解 必 有 uv 
0, Vito, 3 |u(to) | «5, M (3.8) |w( 办 | 必 递 增 直至 超过 5, 
并 且 从 此 保持 1u(0 >. 这 证 明了 对 于 位 在 {Go v) ERW (ë, 
v)«0) AS. DMEF Ri, ROMMARTKARAO, 于 是 
相应 地 有 ， 对 于 (2.19) 位 于 Val) <0 mT iH, OF Q(D) RI 
而 由 定理 2-5 立 得 , OP) RS — SERE 
现 来 证 明 《 乙 ) 中 的 P A ETEBE AU) ~ (0). 
(3.2) fe X (038678 (2.29), (2.805 FAP RR RE 
Bk. | j 
OV ARE), e Vs EO) 5| X 171. 
BG Val X 02) 0, Vt CR, 这 两 是 数 在 1~> 士 co TAR 
BL, BAG e] X Q) |? ROE A RR, Be | CE) | 09-99). 
RAL, RA (3.1) iig — TMT VY) 0 f eH T, 其 
Q(T) = {0}. 1 


CET M rel 0M, 方程 ODAO) 基 下 形 iR, 
GD) gat giD-^--b gai D^7, g, € RI; FD) ve fot faD tet Fo, 


té 83。 有 先期 轨道 的 存在 性 
AER, be Rn D. RIS RU, .这 特 款 与 JleoHo8B, Bypann [38] 的 结果 基 
本 相同 。 但 [38] 用 更 强 的 条 件 代 雹 本 定理 的 条 件 ( 让 并 把 条 件 {iii) HARE 
PRR. "DE, ?一 是 [38] 的 定理 的 重要 条 件 ， 另 外 ,，Grasman[5 习 的 定理 
BRWF AE BD, Gi), Gv) 的 假设 , 虽然 其 它 假设 与 本 定理 之 iii) 过 异 ， 

对 于 非 耗 散 系统 , 上 定理 改 为 下 形 : 

定理 3.3(Smith[t7]) 设 方程 (2.18) 满 足下 列 诸 条 件 ; 

Ci) 9(0)—0, f(0)z--bb(g(0)2) #0, YOXrER", 

(ii) DK Jacobi gk J (y) ME J (0) coc =E 

Gi) J) WIR RE 

RangeJ ( CBO, In, Ly) C43, >O; 
ver 


Gv) lyi (6G) — Ky]  0(y 0), SER E KEEN 
BOG, Ly, Lg) OR 成立 
SA Fi 38 (2.18) € P FEE — AE BRE S (D, TEC (2.19) 
Mee gui T, 9(T+) 一 或 AT*) — {0} 或 (T+) J& 
期 轨道. 
证 明 方法 与 证 明定 理 3.3 类 似 ， 详情 参见 [17, pp. 75~ 
?6].， 1 
利用 定理 3.2, 在 一 定 条 件 下 , 三 证 明 方 程 
D*z-4-aD*z4- 8Dz-- (c) 20, «>0, 87-0, PER!) 
存在 非常 数 周 期 解 ， 参 见 [17,，p. TL 定理 乌 ， 另 外 还 证 明了 方程 
D9E+ Dh; G) 十 Do 人 十 和 (GE) —0 E 
在 一 定 条 件 下 存在 非常 数 周 期 解 -( 见 [17, pp. 75-79, $2 B851), 
此 结果 与 Baiic6opn [49] 的 有 联系 ,但 彼此 各 有 千秋 . Qe 
Smith[18] 利用 [17) 的 基本 思想 ， 把 定理 2.8(Poincark- 
Bendixson) [参见 2.8 节 ] 推 广 到 系统 (2.21), 即 
Dr~f (2), 
其 中 天 Y=>R", JEO(R"), D-d/dt, 这 就 是 该 六 p. 156 的 定 
382 K p. 157 的 定理 38( 见 本 书 2.8 节 的 定理 2.6): k 
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3.3 Hopones 论断 的 反例 


” 环 区 原理 的 基本 工具 是 Brouwer 不 动 点 定理 ，KopomeaT54] 
曾 尝试 用 Banach 不 动 点 定理 处 理 系统 (1:1) 的 周期 轨道 存在 性 
及 唯一 性 问题 . 

考虑 动力 系统 
di Fins, Sa, c0, Sa), E=, UR, (3.4) 
Jt Gu, m» 2, 9) ER", F COCR"), nz-8, Koposon[54] 对 系 
统 (3.4) 作 如 下 假设 : 
(D Sah, ++, ch CRY, EAR HF UR BEE AY TIE OK 指 
Ne - 
Gi Fy (as, Ca, wh, 2e, 0A), 
| lar Wa, E3, «+, 25). 8.5) 
这 里 K 是 maa 平 商 上 包含 原点 的 一 个 星 形 区 域 ( 即 原点 OE 
Ini(K), 而 且 每 条 自 .0 ti Je pol AER OK 相交 于 唯一 的 一 
AO. v E 3 ; 
HV INK) XIsX… x Ia Rh Lm [ei 00), s=8, 01, m5 
ƏV 1s FAR 3 M 

S=OK XIa XKX In, 

S,-Int(K)xa$xI,x- x1, 

S, —In&(K) x Ix F, Cork 1,5 x Ey 74, n— 1, 

S, m TK) x Tax x L'A Xt, 

a MIDE AA. na 1-207270, Yes i, wn) EVs 
(ID) £470, V Ges, 5,7) EBr BEB, e; 
Jio, Fa En 20) ES, bm, n. 


ls ABE LO 
RE In Bax, i 


60 5. Rsushaten tede le 
Kopoxen [54] BR: (D, (ID, GIL), (12-9 (3.4) 定义 的 向 
量 场 在 9F 指向 Int(V), 3f AEE bu] Be We BE ag, > D, ov J 
(3.4) 的 轨道 所 定义 ,而 Tu (Gs, +++, m) ER" a= 0} NV. 然后 ， 
Kopoxep FX RA (3.4) MIM — TRE CARD), 以 保证 上 述 之 o 是 
收缩 映射 , 从 而 为 运用 Banach T3 EMA FEA. Tii, 上述 
断言 是 错误 的 。 有 一 反例 ( 李 炳 申 [82]. 
考虑 三 维 动力 系统 
| Z2, 93) 一 — 91 — Wet Vas, 
Gam Foo, ma, m3) ai — Tst mas, 
m= F(z, wa, 95) = ltrs, 
EB 3-0, K, eitea (0770), AA LERA), A1), AID, 
CLV) MENU, ERRA I KE E OV 上 不 是 都 指向 Int(P)， 
事实 上 ， 
70, 当 247-1, 
(Pi, Fa, Fa) (ea, wa, 0) mes 70, 当 zs=1, 
<0, Hel, 
V (as, wa, 23) € S, Bi EA, Koporen 的 断言 不 真 . 此 外 ， 上 述 三 维 
动力 系统 ,除却 奇 点 外 , 没有 周期 解 . 
Kopozen 定理 [541 HEERA Reisig, Sansone, Conti 
[26], 但 条 件 极 繁 , 很 难 应 用 . 


3.4 Grasman 定理 


在 应 用 环 区 原理 时 , 要 设法 寻找 一 个 正 向 不 变 环 区 , 这 个 过 程 
有 时 是 很 困难 的 。 对 某 些 高 维 动力 系统 , 例如 措 写 生态 系统 的 动 
力 系统 , 较 可 行 的 方法 是 寻找 正 阅 不 变 球体 . 

1977 年 ，Grasman[551 应 用 映射 度 (Brouwer) 的 理论 ， 沿 此 
方向 找 出 一 组 保证 “(之 8) 维 动力 系统 存在 〈 非 奇 点 的 ) 周期 轨道 


3.4 Grasrnan 定理 61 


的 充分 条 件 . 

在 陈述 和 证 明 Grasman zt 38 [56] Z it, 让 我 们 扼要 列 出 有 关 
映射 度 和 Poinoaré-Hopf 指数 的 一 些 与 本 定理 有 关 的 基本 事 

DOR 是 有 界 开 集 , JRR, f EOD; 我 们 说 人 ED 
是 了 的 一 个 临界 点 (oxitical point), WE f Æ w Z Jacobi PES (a) 
RR, detJ (2) ~0; RNB (o) ar f Ef PRIM. A 

= (zc Dl det J (x) =O}, 
B f(ZoJ& f IFAS, RA 
SED), p&f (Zp f (DARRE. 

* b, AD RH, WHE {cED|f(z) 一 p} 是 由 琉 立 点 组 成 
的 , WEER, B EDIS (o) 一 p} WEBI AA, W 3 
序列 {a} D, Ta — To, HG) =p, Yn, FÆ ED, fC) +p, 
wE ! 

Om f (En) ~f (zo) =J (ae) (24 — 29) +0 on~ mol) — (n-599). 


ox (3.8) 

因 J (ao) dE SE HE AETE T0 使 得 < ， 
H Gouljzriul, wer, “(3.7) 
但 是 ， an 充分 大 时 ， (8.6) 514 (a) (2n — ne) Jói riemet, P 


EFM. a $ : 
FRB EBON f Ep 不 是 的 临界 值 ) 移 映射 度 如 下 : 

定义 8.4.1 &R/COD, pd/(0D), PES). X 
在 2 相对 于 也 的 映射 度 为 d Cf, D, p). 

a(f, D p) = Ap sgafdet J (z)]. 

从 这 定义 知 ,车 id 为 便 同 映射 , RS pc DRE, dlid, D, p) — 
1, ^ pé DR, dlid, D, p) —0, AS, 如 果 f (zw) xp, zED, Wi 
«CF, D, p) -0, 


63 s. AMP EE 

映射 度 有 下 列 性 质 ， ` 

G) a D, p) D 固定 时 ， PMES, p ERN ore 
性 )， i 

Gi) 设 H (6, 2) (2) BRERA, pE (OD), VE 0,13, 
则 ds, D, p) 1€ [0, 1) EH: ( 同 伦 不 变性 ). 

Gi f, JED), f») 7 9(; Vee ad, ETOM: 

D, p) -d(g, D, p) 《边界 什 依赖 性 ). 

Gv) YzE8D, RE LE), (DIRS pa, D Bp) 
glg, D, p); (Poincaré-Boh] $E 88). s E 

可 用 映射 度 来 引入 指数 (index) 的 定义 . ， 

X38. USCOD), «€ D, f (o) =p, % HRI, 
vo, PRÈ ACF, U, p), JE TENTE ENS f(x) =p 
在 口中 有 了 唯一 解 zo。 . 

考虑 动力 系统 2 一 f(z), WER", f, R DMR", f£ EOM), 
此 系统 在 D= (oc Rh] lo 2) 仅 有 一 奇 点 &~0, 它 是 双 曲 型 的 ， 
Bg 7(0) 之 特征 根 均 满足 Re《%) +0, WMR D 是 此 动力 系统 的 正 
向 不 变 集 ， 于 是 了 在 OD" RUS Oy HD, FEA 
Cf, 0, 0 — 4C, DY, O= (—1)^, ETOR m ATER AH 
ZE, MEF, 0, 0 — (7D. Bi C-Dn- C^ Dn. 特别 ， 若 
n=3, M m=1 52:8, Grasman[D5]:E m=n—2 KE 

下 面 的 公式 将 在 证 明 Grasman 定理 时 用 到 . 

E ACCU», pE OL), 7 "VP RE m 


aG, D, D=, Xo iQum mos (9.9) 
有 关 这 方面 的 理论 以 及 上 述 结果 的 证 明 ; 参见 Lloyd[56]. 
现 转 到 Grasman 定理 的 讨论 . 


JEJE n (73) BARB a f (0), 9 
dmm, cn, %), IKin, C (8.9) 
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其 中 w= (er n, m) C MCR', M NX, EOM), lin, 
(3.9) 的 解 确定 了 一 动力 流 A; Rx M — M, AL, e) AC 2), 
A(t, A(s, 2)) = AC s, 2), AQ, 2) —m XE rM, Ml w(t) = 
A(t, oY (8.9) WE 2 (0) = AO, x) 一 zo HINE. 
TERE TR C, gi 2, y C P. 
$1—430089:, © 
[nm (3.10) 
s . mo Bin, : 
#8 (3.9) ARR : 
demus cs, Ya), 1L<i<n, (3.11) 
注意 及 在 作 变 换 (3.10) 时 ,有 
t= [as con y, — Pi sin ys] /fh, 
Ya 450084 3- Gs Sin 91. 
4 gj, ORT, da c08 y; — arsin y; — f» (0, O, Ya, +y t) con a — fi (0, 
0, gs, 7, Ya) Sin gu, WA FO, 0, ma, +++, 0) 70, à—1, 2, 以 
E ga sso!) Yu) TE ga — ORS np FY AR PK EX a 
& Mom (yc R"|O(g) € My, SCH O; yi o 是 变换 (3.10). 著 
M BB, WA (y € M^|O-u. 2a] RBG BIR gi WO yc S 8 
Pi MBA 220 ;每 个 gr 在 于? IK MR ROM 
”定理 8.&(Grasman[55]) 假设 . 
{到 存在 DO= (0, =, 0) CR fj RS, BEER M, M 
系统 (3.9) 的 定向 不 变 集 ， 
CHY O J& (8.9). 在 MA MIME HF R, tX, 而 且 
J (0) =F O AVE EM A WEE Re Q0 >0;、 
(i) O 前 稳定 流 形 包 合 (ER zi 23-0) NM; 
CV) . 桑 统 (8.9) BE HAE (3.10) de R (8.11), Fe HE 
UPS), Hig #0 GE M^). ， 
WRAG OL M 存在 周期 轨道 


64 3. 局 期 轨道 的 存在 性 

证 明 ERE ALE UES Be, 

FORO) 8 SER I, = (O(9) |y€ M7, y; =}, 

条 件 (1v) 9 jak >O (f M7) Vg E M°, 3 nf —t(y)>0 fit 
f (B(t (9), 9))2 9:20, 其 中 BE, DARE S "x 所 确定 的 
动力 流 . ` 

于 是 可 定义 F.IQo D, Fork AQQD, 2), 其 中 

y€ {Min}, O(g) =o, 
碍 此 基础 上 构造 T。 LOWER. cb F@) —- 故 若 存 在 
a* £048 V (2) -0(€ F(a") 27), W (3.9) GRAD AE 
道 . ` : j 5 

ER 0" 0 的 存在 性 是 用 映射 度 理论 证 明 的 ;用 条 件 QD, 
Git) FREY, 0, 0) - (-*5, A OH aT, P, ;~ 
《一 "+ 再 利用 公式 (8.8), W HO 的 存在 性 . 

以 下 分 别 细 述 . 

条 件 => M BIRR OSM 上 发 的 任 一 半 射 统 与 aM 
ATHENA) Py (Oy) 9 € M^, ym 9). (是 民 中 一 个 
(— DH SEIL M 之 交集 ) 基 性 形 的 ， 

REG) => (RARE, WE M, gu 0):387-0, 使 得 
geb OEM) => ys 0, We (3.11) 的 轨道 BE, y) BR 
RH, Hy. Eiro 的 单调 上 升 函数 。 Vee Me, 存在 唯一 的 
ty) >O, WE BOY), y) 的 第 一 坐标 BGU), 9)):-9:-25. IN 
BR Ct AR, BT JO PAE Ae BEM (y) EOM’), 

| RAG, 四 为 (3.9) REM XOU V. EK BT F, w 
AG), 2), yE (My: = o), OW) oe, KELL, ii B 
FEO, To). 

` EVs F(2) -z, YET, MFI, >I, KV AT, E 
的 切 向 量 场 ， 换 言 之 , V@)=—F@)—2, Veer, BR, 六 (0) 一 
0, HXEVG)-0e6F(a 7-2 AQ), 人) 一 人 dm" 0, 


3.4 Gragman 定理 e5 


BI a* (3 (3.0) RU CIE A) ae, IU ABATE cO Phot AY FE HE 
人 性 , 则 定理 得 证 . 
HRE o 的 存在 性 
Hae ear, V (2) -0, 则 定理 得 证 
. ARV (2) 40, YzEaF。 WA Te 为 是 形 , M 为 (3.9) 的 正 疝 
RAB, UV Ca) 46 OD, 不 没 向 径 指向 工 。 外 部 . Basan 
论 得 出 a, D, 0) = (7-173, 
由 公式 (3.8) 得 
aV, Ly, = SH iV, a, 0) 


-4(V, 0, O +i, c^, 0) 十 … 

— i(V,0,0) = (—1)7*, afi fad, 存在 a^ 40, Y^) =0, 

iki X O J& V (2) —0 的 一 个 孤立 解 , 故 按 指数 定义 3.4-2 知 ， 

iG, 0, 0) =d, U, 0) een (de V (0) sn (TT o), 
Kop VQ) J& V (2) AE 9-0 的 Jacobi PE, 一 是 V.) 前 特征 根 . 
BLURAY, 0, 0), 只 需 弄 清 ce PERE 

& FLOW FEE 5 一 0 kt Jacobi ms fom ty), W 

¥,0) =F, e i ` 


= 94 Cto, 0) + 24 Cto, 9- $01 


~ 24 (6, 0)—1, 
因为 84(s, 05/01 — 0, şk Coddington 及 Levineon(4, p. 251, 
OA (to, 0) /0c JF PI XS PETAI 77 FEDELE ERE, 
quU e, 2 otia, 2: eG D 
E A (9, 2-1 
E f (0) 70, ik Jel Alt, 0) 77.00) SI =F), 384 7 


es SE URBANO THEME 
DA a, 0) e exp mE 
所 以 F0) — 34 (to, 0) —exp(Ste)s Va (0) m exp(4&) =F, 以 下 


证 明 tom 2/5, iri b— Tr (), Ay’ MARTER, Re) 0. 
aes e, ME Gi) > HO, 0, m, o, 2) 09, imi, 25 


Bs @) - Sf» (0) =0, B<j<n, HAWS fuc LO, WIS 
4 4 
FE: 


rz n rH ah 


Hop OC RX Ay 8t pis J,cRe-» J,cRe-»e0- J 了 的 特 
HR Jo 的 特征 根 连同 ys 的 特征 根 . 
ETIIITDEL ELIT 
'Q det (AI — Jo) = 33 — (fart faa) At Fas fas — fan fa), 
HAWA So- fd 420. BOWE 
(0 0s qn, 0, ++, 0) 
= 608" y; [fuc fn ftans featan? d 
AH tony: 的 二 次 型 的 判别 式 . 因此 , Jo 的 两 特征 根 为 (fn 二 
fa) 13 士 二 ,其 中 6 一 (A fifa Cs —2)2)/2, 
若 4( 蚊 是 系统 (3.131) 满 足 初 值 条 件 y (0) — 0 的 解 , 则 v) = 
0, i72, o, n, Ti v. COTR JETER 
a(t) = far cos? (ys (t)) + Cfoa Far) eos (us (D) sin Qj (0) 
—f ss sin*iy (2). 
此 方 释 之 解 满足 关系 - 
tan (y (0) = Kx tan (tb 4- Ke) Ks, 
其 中 -下 ,, «4x3 为 适当 选取 的 常数 . 因 i (0) 一 0 yi (2/0) = 
20, W to—2m/b. 
继续 讨论 VO) BUR ERR IRIURE 


8.5 Poincaré 映射 的 不 动 点 e? 
PEATE T RRRA Ro(A)>0, 则 入 必 是 Jo 的 特征 根 ， 事 
实 上 , RKR, A 便 是 Ja 的 特征 根 , 但 是 属于 J 的 的 特征 根 对 
应 的 特征 向 最 9 一 (v1, v9,…， On) 满足 由 一 os 一 0 Mitt v 处 在 
(3.9) 的 稳定 波形 上 (由 假设 (iii))， 从 而 Rela) <0, 矛盾 。 因 
IM (Ato) «2, S exp (Mo)— J Js(o) 的 正 特征 根 ( 实 )。 
Poi Ja 的 特征 根 ， 则 exp(uto) -十 是 Fe(0) 的 、 具 负 实 部 
WS AEA LCA), i 
所 以 ,Fs(0) 有 两 个 >0, (n~2) 4 ex KEM Ro(o) <0, 
ARES, 0,0) C707, 1 
此 定理 可 用 来 讨论 下 列 生 态 系 统 (参见 R. M. May and W. 
J. Leonard [1881) 的 周期 轨道 存在 性 : 
N,—N,uü—Ni-—oaNs;-—BN)48, 
[cnin Na—aNs) +e, ' (8.12) 
Ns Nall—aNs— BNs— Ne) +8, 
其 中 0<B8<1<a, a+ B>2, 0-ce«1, 


3.5 Poincaré 映射 的 不 动 点 


考虑 动力 系统 CL. iy 所 确定 的 动力 流 o's wt GG, o). By 
221-1) AOU, mcy. SE Rr iO D FSS LT 
R, mES, y S S RMD, 车 +>0 是 Y 的 周期 ， RS € 增 大 并 超 
过 时 , g(t, m) Fema 8, am 充分 接近 ， 则 存在 e) 


CEMF T), W gè), DESEA TERRAN 
P:U >S 


P) - 90), a). 
U J& m 的 一 邻 域 ， 事 实 上 , BOUE LEERY U Xo By CH 映射 
SUR, HB g(5(2), 9) € 8, VocU, TE 560) T7 E 
Hirsch & Smale[7, Chap. 11, 18], Hartman [6, p. 2511), 
So%SNT E Of BU PrtSo- SC 


e 8 周期 轨道 的 存在 性 
P(2)-g(5(5, w), 
xn Pom) =m, ¥ P H Poincaré MH, 其 不 动 点 对 应 于 1) 
f ND, 参考 图 7. 
利用 Petnoare 映射 ,可 以 研 
究 系 统 (A.D) 的 半期 加 道 的 存在 
HEREN, 此 方法 还 成 功 地 
FR ROT ILA M Pu RU RE YE, PN 
im Robbins{57]), 
Bprmammoras[61] 研究 了 下 
WARK: 
= A (9) QG, 8), " (G9) 
Jt OER, @ 充 分 光滑 ,而 


l ace) -8 1 
so- bis) ale) Me | 
0 loo). 


790, 5(0)7-0, Oa) c Rete», o(0) ifj — 7) e 
. [6113] Poincaré 映射 证 明 下 列 定理 : 

定理 3.5CBpymaegexax[61]) 存在 原点 前 某 领 或 本 ( 与 = 无 
关 ), 使 当 sE (0, su), so 一 0, RK (3.18) 在 可 在 在 唯一 周期 轨 
B, 它 是 稳定 的 极 跟 环 . 存在 二 维 不 变 流 形 Mi, ERARI 
REI. MI 上 被 周期 轨道 所 玮 区 域内 之 一 切 轨道 , 当 1->>o 时 ， 
趋 于 极限 环 , 当 1 — oo th, BT BUR, it~ oo 时 趋 于 原点 的 
所 有 轨道 构成 一 个 (n—2) 维 流 形 31 EH UMTS 出 发 的 
WE -> oo 时 趋 寺 极限 环 . 

Poincaré 呐 射 还 可 用 来 研究 三 体 问题 的 岗 轨 道 存在 性 ，。 例 如 
«Moser Bii fuit 3E 3i» (BW, Abraham and Marsden[62, Jl'heorem 
36.7). Bob, LÀ Poincaré 映射 为 工具 研究 周期 轨道 的 文献 还 


Bé 一 个 古装 的 Poincaré 定理 的 推广 的 
dí. Glass & Paste rnack [59] , Taymyef60] , Fuller [139], Malet- 
Paret & Yorke[140], #4, 


3.6 一 个 古典 的 Poincaré 定理 的 推广 


考虑 二 维 动力 系统 
d3 = aaa t+ fins, ma), 
aeons 93), 
其 中 fCwz, we), 1-1, 2 为 高 次 项 ， 此 系统 不 一 定 有 周期 解 ， 鲍 
如 ,二 次 多 项 式 系统 


(8.14) 


dye — wa batt ots, 
dam, 
BUB CARRS BO AMM CA E ER). 
-个 古典 的 定理 (Foincar6[63]) 表明 如 果 . 户 , Fo 满足 对 称 性 
条 件 
Fan — ma) = fins, m), 
Saltas, — 23) 一 (ea vg), 
则 (3.14) epu 8E R FF 3k FILE (其 周期 接近 于 2a fal), 
Podalak & Westreioh [6 和 研究 了 这 个 定理 的 推广 , BEAL 
维 动力 系统 
- m Aa f(x), (3.15) 
X | fo) | lol) GE «-—0 4558, FETE BB AER PE NE E 
类 也 的 对 称 性 条 件 , 则 系统 (3.15) 存在 周期 轨道 
处 理 的 方法 是 把 问题 转 履 为 分 枝 点 问题 ， 然 后 证 明 分 枝 点 存 
E. 
PEKRE Poldlak-Westreich HE 8 M HIEN, 
SE BENT A A REP EL, 
RI dae Lrii 


m ，3， 周 期 轨道 的 存在 性 
i= As+f (o), 


^ 
Ai, Acne; "dot 4290, 假设 4 月 特征 根 ded, 并 可 能 有 iN 
型 ( 为 正 整 数 ) 的 特征 粮 . 《如 4 有 形 如 土 % 的 特征 根 ,只 要 
作 变 换 s 一 ts， 可 把 系统 化 为 上 述 情形 . ) TÉ EXER HERES 
为 
ES INE 22), 
Za AguitFfalas, 93), 
其 中 wo cR, f= (Fx, fa), ISOa), fi RI RS, dl 
足 对 称 性 条 件 : 


其 中 常 阵 4 BEB: 


(3.16) 


frlm, ~w) = — fala, 22); 
LE fin, ~a) m fam, a); 5 
Wu cc", (3.16) 存 在 唯一 解 , i Jo Ja e (5,0) (0,0) ec, 
它 在 的 某 区 间 上 有 定义 ， 特 别 地 , 因 z(t, 0) 70, VER, 故 存 
在 原点 的 某 邻 域 可, Bii c CU Bj, e(t, o) 之 定义 域 ( 一 水 4) 
[一 2x, 2x] 《参考 Coddington & Levinson[4, p. 22]). FRA 
318 1(164]) -车 上 述 条 件 成 立 而 且 em (e 0) ER”, o€ 
Re, WHER w(t, e) Zu (ax (f, ©), wat, 0)) 时 , slt, ©) Æ t B8 4 
PM, ms Ct, 0) 是 上 的 奇 函数 ; 而 且 当 des 充分 小 时 , Cou, 0) 是 

(3.16) 的 常数 解 €» ci 一 0. r 

证 明 对 称 性 条 件 (3.17) 保证 了 : Hol, o) — (m, c), 
y(t, 0))JE(3 16) ilit cm (or, 0) 的 解 ， 则 y(t, e) — (æC ~t, e), 
一 Za( 一 ,0)) 也 是 .由 解 的 唯一 人 狂 ， 可 得 z(t, c) =y, e), Ka 
za, 0) Ri 6 PRM, welt, 0) JE t A. .至 于 引 理 的 第 二 

个 结论 , 只 要 注意 及 : 若 (cu 0) E (3.10) 的 常数 解 , 则 cz 满足 

Ager t falca, 0 一 0 


(3.17) 


8.6 一 个 二 典 的 Polucaró 定理 的 推广 n 
但 det A240, fa 是 高 次 项 ， 所 以 当 [eid 充分 小 时 , 010 JE E ih 
方程 的 唯一 解 . i 1 
定义 Ro He A 的 特征 根 , 记 o 的 代数 重 数 为 mult(o，4)， 
HO ARR 4 的 特征 根 , WS mult(o, 4) =6， 定 义 特征 根 二 的 
ARH! SY maltGiNs, A), Kb Noi, Ns es HN 
是 4 的 形 如 HUN QV 为 正 整 数 , 入 > 了 的 特征 根 的 全 体 . 

对 于 系统 (3.16), 有 下 述 结果 : 

E @3.6(Polalak—Wesireich[64]) 设 4 的 特征 报 二 i 的 
SERAF, Ml) VS>O, Iro>0, 使 得 vrE (0, ro), (8.16) 存 
在 非常 数 解 = 人 5 o), {cj 一 7, THE e(t, QEA r+) 为 周期 的 
FARING CIA] <8)， 另 外 , 在 í 

a(i, c) = (art, €), walt, 0)) 
中 ,wa(b 0) Re t RRR, aC, o) 是 上 ARR, 

证 明 利用 常数 变易 公式 (Ooddington & Levinson[4, p. 

76]), 可知 (8.16) 的 解 e(t, me 


` at, e) coxp(t4)o-- | [exp(t—3) Af (s, 0) 


于 是 , e(t, 0) 是 以 (2x 十 入 为 周期 的 周期 解 e e 满足 
. @Qatn, c)-e=0, (3.18) 
. 兰 为 工 证 明定 理 的 第 一 部 分 " RATHER (3.18) Ze (0, 0) 邻 域 存 
在 一 族 解 (c, A), BAZ, Ce, 2) = (0, 0) 是 (3:18) 的 分 枝 点 - -( 分 
枝 点 定义 参见 Nirenberg [141, Chap. XII]. ) 可 以 利用 对 称 性 条 
件 (3.17) 来 达到 此 目的 、 现 来 寻求 (3.78) 展 如 (es, ORW. AB! 
理 1 知 ,在 原点 的 某 邻 域 , 这 样 的 解 不 会 是 常数 解 :、 另外 , FE 

引 理 2 《证 明 放 后 ) 知 , 仅 需 考 虑 (3. 18) SAEC ". 

93829 设 c 一 (cv 0) 十 . 

A c£)-o Aa 


D 5、 周期 轨道 的 存在 位 
的 解 , 则 5 是 (3.18) 的 解 ， 
于 是 , 转向 寻求 
oa(X/2 十 Tc) 一 0 (3.19) 
HR Con A) ER*x RE, ， 
为 此 , 要 利用 上 述 引 理 3《〈 证 明 推 后 ). 
383 设 了 Cw, 入 是 连续 映射 , FIR xR —>R*, 而 且 
F(s, X) -TO)a-- gy, A), 
其 中 9 是 高 次 项 (在 = 一 0 BM). 和 如果 对 某 和 ER 有 
sgn [det T (4s--8)] sga [det (9 —8)], 87-0, 
ING, Ao) dé Fle, X) -0 的 分 核 点 。 
为 了 对 (3.19) 应 用 引 理 3， 令 
Flos, X) maa, cs), 
由 常数 变易 公式 ,得 
Fo, X) = ([oxp(@ +A) 416) 
+f Loxp(w+a—s)Alf(ete, Oyds ),, 
其 中 (*)s 表示 向 量 (*) 的 后 万 个 分 量 。 把 exp(t4) 分 为 上 x 的 子 
块 : 
halt, A) halt, A) 
As, A) halt, A) | 
H= (e, 0), B EexpCtA)10— Palt, Ader, halt, 20e: RAS 
在 一 0 邻 域 是 高 次 项 , 所 以 E 
Fles, M) = hala tA, Aer tyler, a), 
其 中 9 在 co 一 0 邻 域 是 高 次 项 . 
把 exp A 展开 为 级 数 , 并 注意 及 


0 A 
A= > 
A: 0 


exp(tA) = [ 


可 得 


8.6 一 个 古典 的 Poincaré 定理 的 推广 B 
hela +a, A) , 
-[ Gere mS (454 D+ EE aa, Ye Jaa. 
(3.20) 
ERAH OS Mata, AlAs, HMA S, 以 下 氢 证 明 在 和 
经 过 0 时 , dot[/As(m d-A, A)] ES, 这 等 价 于 在 入 经 过 0 时， 
det[h(z4-A, A)] 45 (IR det 4.40), f 
h(x 十 % 4 的 特征 根 可 由 4s4: 的 特征 根 计算 出 来 , 事实 上 ， 
" : 
IRA 设 o 是 4s4; 的 一 个 特征 根 ,其 对 应 的 特征 向 量 为 5, 
则 [sin é(z--X) Wo 1/6 Vo E harta, 二 的 特征 根 ， 其 特征 问 
HE v, 
因此 ， 
doill +A, 45] -n[ sin EEKAN E ts At 


ive 
由 此 可 得 , 当 和 经 过 0 时， 
doi Gr, ALE e» Š muli N?, 4.4) 为 奇数 ， 


其 中 S2 是 对 Aad 所 有 形 如 — N* (N 为 正 整数 ) 的 特征 根 求 
» 

此 外 ,还 有 

~ HES mul( — N?, A41) = muM(GN, A), 

于 是 , 当 经 过 0 时 ， 

det[AGr--A, 4)] 变 呈 他 4 的 特征 根 十 的 总 重 数 为 奇数 . 

于 是 , 由 上 述 ( 引 理 2, 引 理 3, 3M4, 引 现 5), 可 得 定理 
3.6 的 第 一 部 分 ; 由 引 理 1, 可 得 第 二 部 分 。 T 

现在 补 证 引 理 2~ 338 5. 

BME 由 引 理 1 知 ,对 5 (os, OM 

a(t, €) = (ext, €), valt, €)) 


44 8. 质 捧 轨道 的 存在 件 
HAY m 为 上 的 偶 函 煞 ，oa Dar t ENS, 所 以 
一 和 /2 一 mi 0) m (/24- m, 0, 
ta — NM/ 0) = — valh/ DF, 0). 
如 果 wa(h/2+n, c) 0, 则 
m( —2/2—, €) -ax(X/83-m, €), i=l, 2, 
amak: € 的 解 是 以 (2r 十 2) 为 周期 的 周期 解 。 i 
引 理 3 的 证 明 $ Nirenberg[141, 第 ITT $], (0, Ao) 称 为 
Fs, 和 一 0 的 分 枝 点 ,如 果 对 (0, Ao) ER x Rt 的 每 一 邻 域 ， 都 存 
E F(a, 3) -0 fM (v, ^), 其 中 “0. 
BRE CO, do) 不 是 Fla, A) -0 的 分 枝 点 ， 于 是 ， 对 于 充分 小 
的 。>0, 任 一 固定 的 和，|% 一 jx FAA, dCFG, A), 12] <8, 0) 
有 定义 ,而且 与 和 无关， 但 是 , 由 映射 度 定义 知 3 
dF (a, A), lelje, 0) 


~sgn[ det A. (o, X ] - sgntdetT (21, 


Brel, 
sgn [det T (49 — 8)] «sgn [det T (A9 8)], 
与 假设 
sgn [det PT(%— 8] s&sgn [det '(A9-1-3)] 
Ur. 1 
BEARRA H (3.20) 及 F'aurwaxep[142] 关于 矩阵 函数 
HARAR: 


(V) sin (VHD) ~ Due Ë Mhon, 


$1 


可 得 . 
Aw th, 40 — mt -TE gaa 


EB GRAY + 


3.? JiaHyHog 定理 及 其 推广 75 
= GALA) sin [é( 4-3) VAA], + 
, Wo R AAs 的 特征 根 ; 则 Leia Heer) Se SAA me 
ha +A, 4) 的 特征 根 ,等 等 - 了 
引 理 贡 的 证 明 对 于 IE RE UO HE HB N WO RE 4 有 


下 列 关 系 成 立 ; 
muli(iN, 4) -mult(—4N, A) -mult(— N°, A9), 


x (8.21) 
目前 ， . 
aul? 45] re 
Be i) [ D AA |’ 
而 且 
mult( — N?, A341) —mult(—N’, AiA»). 
又 因 4ER 为 实 阵 ,所 以 
multGN, A) muli( —4N, A), 
把 这 些 式 子 代入 (3.21), 得 
2muli(iN, A)-2mulM(—N?, 4541), 


即 得 所 求 公式 . 1 


[ 注 ] 1998 年 坟 月 < 数学 学 报 ? RATNER, 78 Pc a, ACE TO 
文章 [213]. 他 们 用 映射 的 Brouwer 度 研究 了 可 六 系统 的 周期 解 ， 推 广 了 
Lazer[214] 等 人 的 工作 , 这 也 是 二 维 可 逆 系 统 中 心 问题 在 高 维 空 间 的 推广 ， 


-3.7 fanyson 定理 及 其 推广 . 


本 节 对 著名 的 Jianysoa 定理 [05] 及 其 近期 的 推广 作 一 扼要 
综述 . 
考虑 动力 系统 
i=dotfle) c .8.29) 
其 中 陈 A AEUDRNCHEUR to tan bos, f OUAIS AUR 


7 3. jet det 
UG Uk, Aauynon [6d] uH) T 

定理 8.7(3JamryHoB[651) 设 tos tas =, ka 是 44 的 特 
fügt NE MC), an/ 不 是 整数 , B= 2, oo, n, 又 设 (8.22) 具有 首 
KBD, H Hesso MRK, 则 存在 单 参 族 周 期 解 ， 其 周期 近似 于 
Qari for, Falat WH, bo, WERE n BER A SB 

AT, dE a/a 为 整数 , 情况 如 何 ? amyxos 的 明证 
(涉及 构造 一 级 数 ), 在 此 情形 行 不 通 . 约 十 年 前 ,Roels[66] , [67] 
ERT: WMR a/a 778, XML myo 所 用 的 级 数 可 以 补救 . 此 
后 不 久 ，Bohmidi 及 Sweet[68] 运用 Halo[691 所 创 的 分 枝 理 论 给 
Roels 的 结果 以 新 的 证 明 而 且 对 比值 为 及 2 的 情形 得 到 -* 些 结 
HR. 

另 一 问题 是 ， 如 果 4 ATER AO CONST HER 
情况 又 如 何 ? Taxcc[7] 在 附加 条 件 ( 如 果 系 统 有 一 特殊 类 型 的 解 
煌 积分 ) 之 下 ,证 明了 素 统 亦 存在 一 族 周 期 解 .一 般 醒 言 ， 此 族 周 
期 解 不 一 定 是 解析 的 . 

Hyerpen[71]3E JInuyson 定理 推广 到 下 列 实 系统 : 

By Kyla, n, mu E. mi ay ts Vado 
y= AHY (ny t, Yu, B 9ay cy Mm), 
fm hy tZ. n, mud, B Vaz ty Us 
dem bats dob buo, th Ces, ty En M, BV, ns Um), 
jel, +, bist, 9,7, (83.28) 
其 中 X, Y, Z, V; FLARE EA ACUTIS HC, SEE (6:0 RO PEE US E 
Eai 的 整数 倍 , 又 设 (3.28) 有 形 如 f 
Mayth Lale y t) + Lala, t, Om) 
+ Sea, ty mn gs B Va =y Um) 
MAKES, REL, 是 二 次 型 , i=l, 2S 的 项 的 次 数 大 于 等 于 
9, KARE WY BRB — A ER OLOU 3E wy (balanced gyroscope 


3.7 Jiauyuos 定理 及 其 推广 "T 


in a Cardan suspension), 
Kpacuoversers# [72] 把 Jrygon 定理 推广 汉 下 列 系 统 ， 


da, 
di? 


Ilynee [73] 53 HV [PA BEP — TBE BF RE Ae b 


dz, 
di 


Hep A, V gi Bee yi,  Wàchkóta [74] HE 


TU TES. 
Berger (75) 得 到 Lary non 定理 的 若干 推广 ， 其 少 法 是 殷 系统 


Fw gm, e, m.) m0, dui, e, on 


"Om qm, enu), il, un 


d 2 grad U= -0 


(其 中 cE fe, UR RU J OF My Me, grad C0) 一 0) 的 周期 
fe eH Ha Mg on — 8 LT A HH LAE Cortical. poini), 
1978, Weinstein [76, 77] en 列 Hamilton AER NHÉ 
其 深刻 和 精采 的 、 周 期 解 存在 性 定 2 
0 fI 
X i} (3.24) 
他 研究 了 流 形 M 上 的 Hamilton [dide QUI Ach SEU 
组 成 的 于 流 形 ) 的 O 扰动 。 在 微小 的 抠 动 下 ,一 般 只 能 保持 有 限 
个 周期 轨道 继 继 存 在 ，Weinsiein 把 决定 幸存 的 周期 轨道 的 景 小 
个 数 的 问题 , 归结 为 对 两 个 闭 的 Lagrange 流 形 之 交集 的 研究 ， 币 
后 一 问题 又 归结 为 估计 划 轨 道 演 形 上 的 奇 点 个 数 , SK 
定理 3.8 (Webistdin) "i HE (在 < 一 0 He) BH 
Hesso 阵 为 正定 阵 , 则 对 充分 小 之 a, 1E BERE 
Fi) H(0)--88 - 
ERD EG20 M o ACRI, AURI HM 
局 期 轨道 的 局 期. 


2—J Hy, z= (n; y RS YS, - 


7è 3 周期 力道 的 存在 性 ， 
其 后 ，MoserF78] 在 1976 给 出 上 述 定理 的 另 一 证 明 . - 
41978，Rabinowitzfy9] 研究 了 下 列 Hamilton 系统 的 周期 解 
存在 性 


dp... de. 
di He, ar 7 H», (3.25) 


Hep HEOR", R5, p, gER", z 一 (p, q). 他 首先 得 到 关于 
(3.25) SHH E BE HERU AIAR T d PE 

定理 3.9(Rabinowitz) p H-*(b) a X 540g So Big 
地 岗 胚 ( 即 1 (0) 05-7 BI), C, ELO Due 0, 
TEH) GEH C, oue 表示 RP of ABD, JU (8.25) 在 
HOQ) Eie ASA, 

其 次 , 他 得 到 关于 上 述 系统 存在 指定 周期 的 周期 解 的 结果 : 

XE 38 8.10 (Rabinowitz) gk (1) H (2) -o(]a|*) (在 z=0 邻 

380: G0 对 Fez, 9E(0, D), 4; no xoc HQ) «9, 
His. Bi YT>0, 《38.25) 存 在 周期 为 了 的 周期 解 . 

这 两 定理 的 证 明 以 及 关于 Seifert, Berger, Gordon, Clark, 
Weinstein, Moser, Chow, Mallet-Paret 等 人 的 有 关 工 作 的 扼要 
评论 , 参见 [79] . 

有 关 Hamilton 系统 的 局 期 轨道 问题 ， 还 有 较 全 面 的 综述 文 
#, Rabinowitz[148]。， 此 外 ,还 可 参考 ; 邓 读 涛 [217]， 


3.8 Sinai-Vul 定理 


Sinai,，Vul[96] 扒 导出 一 个 准则 , 借助 计算 机 , 可 用 号 准则 发 
现 动力 系统 以 -1) 的 周期 轨道 .他 们 应 用 此 结果 证 明了 Lorenz Jy 
程 (Lorenz[144]) FESR A F (Rayleigh 数 7+ 二 28, Prandi 数 
o=6, 及 参数 5 一 8/3) 存 在 周期 轨道 . 


3.8 Binai-Vul 定理 7 
考虑 动力 系统 
a= F(a), (3.26) 
其 中 ER", FIR" 一 R FEOT(R), HERRAR o0) 一 g(t 
2), g(0, 2) a 对 一 切 4E 了 存在 ， 因 此，(3.26) 决定 了 一 
PRB HAS LEER (90, XXE gwg, o), BUR 
lei-[£«]. 
ZiacR* 为 固定 常数 , 则 
H = {ER"| 4a} 
ER PORE, ERA OCH, RE, WH TO, oT, 
2) 29 € IT, 4 a c |a? — a1]. Xx a" 的 某 充分 小 邻 域 UCT, 
可 定义 Poincaré MHF P CO"(U), P(a) =2, 
在 zx 的 邻 域 把 书展 为 Taylor 级 数 , 令 
g2—2/9, Q)  P(z) -4'9, s€UCH, 
afa Q 为 下 形 : 
QP - y ^ - Ly-- QGD, 
其 中 wo 一 xz 一 oo, 工 为 @ 在 y 一 0 邻 域 的 线性 部 分 的 矩阵 , Qi 
是 非 线性 项 ， 又 设 映 射 @ 满足 下 列 条 件 : 
Zos-0, Ko>0, 使 得 
IN -YI | « K opl — yl, e 
Yeo, jy <p, Ny't<p. 
定理 3.11 (Sinai Vul) 设 |y? [—e, MH PEO, ool, 7. 
I(E- E)71le/Po-- Kopo) «1, 


Bid z^ f po WIR (M Ur) -[ oce | 3 (m — at et, 
ls —a| <Po}) 内 存在 的 唯一 不 动 点 (这 对 应 于 系统 (3.26) 的 
周期 轨道 ). 


证 明 证 明 主 要 利用 Newion 方法 (参考 Ortega & 
Rheinboldt[122]), 


a 3- 周期 轨道 的 存在 性 
4 GGD -QGD - y, Ta L— E, 故 @ 之 不 动 点 即 方程 - 
Gy) -0 
的 解 . Ua RR, 4 yo=0, 及 . 
e eacus LU (GG). 


于 是 ， 
Yura Ys — Li (QU — yu) 
mae Ei QI? Lye Yet Qi Ys)) 
= Ly? Er Qay). 
[SAU , : 
ooo s sec aal = LI EQi Qi) — Qu Gn 1l 


[Dep ugs) —QiGu-1)]. 
WBR Y Oth, MEAS By 


i lyl <po, 
AO A 
Lh) ~ Qs Cea) | <K pollu yel. 
AT, : DAE 
[ys gs" < [ET I Ra Qn) 7 Qi Ga] 
<i Kopo Yu- Vna] 
CH LK oro*| y.— gol , 
. “QE, Kopo)” lys]; 
其 中 


=yo— Li GO) = Li! [Q(yo) — yo] = Li y, 
ly x V Zarb iy) rle, 
所 以 ， 
pn 5 
Dyess <3 Ims: gil 


«LIS SX Le Kop)! 


sHBeu-(QLMEseligE. 5000 x 


8.8 Binai-Vul 定理 81 
PUE, Ius! o, VES 而且 可 证 明 存在 极限 
lim wud, 
于 是 Gn -Q) - 3-0, 
不 动 点 的 存在 性 得 证 . 
至 于 唯一 性 , 设 另 有 -- 解 了 满足 Jui, GOD -0. FI, 
0—-G(3) - GGD, A) -DID. 
从 而 
1-»i-1 c QD d 
SETHI) RD . 
< [Li PH Kopo}y— gl. 
TUR, POs"! Kopo<t, Bt iy- gi =o, 1 
196) 利用 定理 3.11, 借助 计算 机 证 明子 Loxenz 方程 
MO a beget Bates. a 


dí 
S cag bxyz--buaz, ] (s.27) 
DE mag GA) barby), 


在 下 列 条 人 御 下 存在 周期 轨道 - 
a4 ~9.700378782, 


216. 700878782, 
` ay~8/8~2 866666667, 
5,— 0.227266206, 
b,—2.618729797, 
755,1 783396463, 
FG 27), 可 经 过 变量 的 线性 变换 ， Hi FAI TR (Lorenz [144}) 
得 出 : 


DE L-ex- Y) Er 


83 3- 局 期 轨道 的 存在 性 


-人 rY, 


JZ xY-u4, 


Het o X Prandt 数 , r 为 Rayleigh Ey, b 0 为 参数 ， 上 上 述 的 
a, bG-1, 2,8) 34 T o—6, 028, 5 一 8/3. 

[96] 在 平面 z 一 27 LAR Poincaré BRAY, 由 试探 法 , 选取 初 

始点 ze 为 

(3.80078718468, 3.33083178406, 27), 
然后 按 有 限 差分 法 去 计算 . 最 后 证 实 周期 轨道 与 af? 的 ix 107° 
邻 城 相交 、 

Ruelle & Takens [145], McLaughlin & Martin [110], 
Guokenheimer [147], Lanford [148], Shimizu & Morioka [149], 
Williams[150] 研 究 了 Lorenz 7j fà, RIM T 4 

r>rr=o(a+b+8)/(o—b-1), o>b4+1, 
Lorenz jf tuy HI dr FRA F-” (strange attractor), $A Lorenz 
吸引 子 。[149] 用 计算 机 研究 , RMT. Bo Mb, X ro ne, 并 
令 7 增 大 ， 则 Lorenz 方程 会 交替 地 上 出 现 稳 定 前 极限 环 和 奇异 吸 
引子 .因此 ,研究 Lorenz 方程 的 周期 轨道 , 会 提供 此 系 并 的 奇异 
吸引 子 的 结构 的 有 有 讯息、 

有 关 这 方面 的 研究 ， 还 可 参考 下 列 文献: Ruelle[151], ili 
v; [152], Sparrow [216], 


3.9 HEAR 


本 节 对 其 它 一 些 与 周期 轨道 存在 性 有 关 的 结果 作 一 综述 
Ql] 一 个 问题 是 ， 在 某 不 变 集合 的 附近 是 否 存 在 周期 轨道 
这 方面 的 研究 有 若干 结果 


8.9 其它 结果 83 
Hetimapr [80], lanpmaonB 与 Illnrbanxoe [81], Hranos [82] 
研究 了 三 维 动力 系统 


和 to， 


WEAR). 假设 此 系统 存在 周期 解 w(t, 0)， 其 最 小 正 周期 为 
7, TE, 人 1 一 {ww 一 w(t 0)1E (0, 可 } 是 周期 轨道 .又 设 下 列 
二 维 流 形 分 别 是 D. 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 ; 
= {w C R?|diss[w(£, w), Til->0, t o9), - 
W*— {w c? | distfw(t, we), Fx] 0, £——o9); 

设 工 是 这 样 的 一 条 轨道 ， 其 a 极限 点 集 和 名 极 限 点 集 都 是 Ti. 
[80] 证 明了 , 车 W* 和 Wr 相对 于 一 是 不 相声 的 ， 则 在 TUT W 
邻 域内 存在 周期 轨道 。 [81] 指出 , 车 W A WY 相对 于 DP JE— Br 
相 切 的 , 则 不 一 定 在 在 周期 轨道 (在 TU 的 邻 域 )、[82] 研 究 了 
W 和 W* 相对 于 D 有 任意 醒 相 切 的 情形 ， 并 给 出 在 UT 的 一 
个 邻 域内 存在 周期 匀 道 的 充分 必要 条 件 .…、 : à 

Mepramen (83) 研究 了 上 述 系统 在 一 不 变 环 面 72 的 a 4 
MAREANTASPLERAD AH TOROS SRI UG YE de tE, 
有 下 列 出 色 的 工作 : Komworopos [84], Aprorsg (Arnold) [85], 
Moser [86]. 

D1 上 述 各 节 所 讲 的 研究 局 期 轨道 的 许多 方法 往往 得 不 到 局 
期 轨道 是 否 稳 定 前 结论 . Sell[201 的 结果 则 不 疝 , USER JS 
求 渐 近 稳定 的 轨道 , 然后 在 这 些 轨道 中 看 看 有 无 周期 软 道 ,于 是 阿 
时 解决 了 周期 轨道 的 存在 性 和 和 稳定 性 。Cronin[87, 88, 89] 沿 此 
ictal da! {1.1) zuN Eo) BBC JE JERH S 
5. 

[3] SDN a NAN FEM, 粗略 地 讲 ， Ra 
问题 是 求解 一 个 ” 维 动力 系统 ， v EIU. & ih WB Hs 
(RFE). fd HT” 


54 3， 赂 期 轨道 的 存在 性 
&ef(m y), eg 一 g(2 y), 
其 中 yERt sER", mni, WEIL, p m2, By hla) 
WHE gle, po)] 一 0 的 函数 于 是 
sf io, hlw)] 
称 为 和 系统 的 退化 系统 ; 现 设 c(t) 是 退化 系统 的 一 个 周期 解 ， 则 
JO =h] BAM, SAY z(t) HAWAR, ME 
se—OHj, YVO 满足 原 方程 。 自然 会 问 ， 原 系统 是 否 存在 周期 解 
(att, 8), y(t 8)), 当 s ORL, EBFC), 9 (2? 
Friedrichs 与 Wasow[901 考 虑 了 下 列 系 统 : 


O80 dem Fi, ot, te), dm, o n1, 


ed, mama, n, Dn), (3.28) 
其 中 RCO, j=l, o, n 其 退化 系统 是 
mom FQ, ++, ta), i-i ony ed, eu 


Om Fini, n, En), 
设 (5.20) 存在 周期 解 (on e, m) ~ Qs (D, nns tS CD), 周期 为 
7.0 ( 称 此 解 为 “基础 解 ")，F90] 的 主要 定理 是、 
”定理 8.12(Friedrichs-Wasow [901) ” 设 系统 (3.29) FAW 
FEE RAE BY SEA LIE (s, oo, m) m GG), ey ws C) 


OF (tts, 177, Un) 
As *9, 


则 vs, je «5o, 系统 (8.28) 有 唯一 的 周期 轨道 (BF e), …， 
Unli 8))> ME FIERY: 

CH) 8770, (Uat; 6), >, UL 8)) -> QACD, n tts Q0), 
T Hic QJ BAY Op £5 

(CZ) (Dz( 8), ++, Ua NAMH T+C), Hp (0) 0, 
s—0; 

(BD U.C e) e MBM GL, +, n), |8|<ao, 

Levinson [91, 92] MT “GERM” PEKRE TE PEE EA 


8.9 KERR 85 
Ho Be ~“ER" uGR XU 
t=fu+g, 
eu-tguth=0, a0 
JE[91, 92] 的 研究 对 象 ， 这 里 , f, p 是 OC MM, KBE v, u 
t, 51g, h JE O* SM BM, RMT Ix] ERU AERE O4 e 0 时 ，(3,30) 
退化 为 


(3.30) 


y-fete, 
gi-i-h-0, 80 
REA y, o AMR o, u 以 便 区 别 这 两 系统 .因为 g 可 以 在 某 
SORE, we (3.81) 的 解 可 能 有 间断 上 志 . ERE y(t), o), 
1€ fa, B] Nl (3.82) BUE, n SECO BRAD t ID FRI HE vam 
Uemvy «B ZO, y, UH, MEAE EOR, y, v 有 极限 ; 
GD 在 每 个 子 区 间 (Cr 2,0, (æ, 72, Coo, BD, Y, 满足 退化 系统 
(3.31); Git) Kiea, 8, 970, 在 上 上 述 各 子 区 间 E, 970, 1 
二 -0 时 , g— 0, 
没 在 间断 点 了 处, X f. (0g/0y)) + (09/0v) 0, hed, 
定理 3.13(Levinson) 设 温 化 系统 (3.31) AM So ( 按 上 定 
X), EE [m 81. dk 570, di, 6s 充分 小 , 则 系统 (3.30) 对 任 一 组 
满足 下 列 条 件 的 初 公 均 存在 解 200, w(t), t€ (x, 8). 
lala) —y@) | jula) — ola) | <a, 


dula) dela) |. de 
a di < e" 


XEM 8770, 8,0, 83 Oi, w(t), ult) YE Co, u, t) zr fie 
的 曲线 趋 于 So。 特别 , 对 任 一 固定 的 57-0, 

le) —y(t) J+ ut) —o(0]—0 (a>0, 3—0, 8-0), 
Weak FE EC fi} eei T. — 5, 1 +8<St<12—8, e, tytb8<t<B 上 
Aa. AS, 在 上 述 区 间 有 


du 


HB) 46 (8—0, 8,0, 8, 0), 


86 5. MR ates eet 
T EL SE — CB]. IER ROM (audi? — d*o/d?PPY AR RAE, 

车 系统 (3.30) 是 自治 的 , 定理 仍然 成 立 . 

Wasow[93]25 CF 9| n 阶 微分 方程 : 

Bs F(a, aD, ee, os Bad, n (3.82) 
FOP 0, n> m>O-MP AMR, 方程 右 端 是 解析 的 他 指出 Borr 
的 工作 (MM, 10, 559—574 (1946); 11, 438—444(1947); 12, 
29~38(1945)] 存在 严重 错误 , 并 结合 Bons 的 方法 和 他 本 人 的 构 
思 [J. Math. Phys. 23, 173~183(1944)] 得 出 严 阁 的 理论 . 

这 方面 还 有 JIomTpxran[9 和 的 工作 .其 余 可 参见 Cesarl [05] 
及 Cronin [88], 

[4] BE C2001 5E GAY 2 REA HT — 1 RET EE RE 
周期 轨道 存在 的 定理 ,证 明了 ,在 适当 条 件 下 , IE EU UUT 
弧 ” 的 周期 轨道 的 存在 性 . 

【5】' 关 于 定向 二 维 流 形 上 的 动力 系统 周期 轨道 存在 性 阿 题 ， 
AFIL: 

Saito (201), l'anpnzos [202], Sack 与 Sell aa Neumann 
(2047, Aki RE (205), eee [206]. 

关于 不 可 定向 的 二 维 流 形 上 前 动力 系统 的 局 期 轨道 存在 性 问 
题 ,工作 不 多 , PPM ARAB OIE. 

【6】 工程 界 经 常 采 用 的 找 述 应 数 方 法 (describing function 
method) 是 研究 非 线性 反馈 系统 的 振动 性 质 的 一 种 近似 法 ， 例 如 
Gelb kj Vander Velde[208], 这 种 方法 的 数学 基础 及 其 严格 性 问 
题 ,有 人 和 曾 作 过 研究 ,参考 ，Kudrewioz[209], Bergen 与 Franks 
[210], 


4. 局 期 轨道 的 不 存在 性 


在 平面 动力 系统 理论 中 ，Bendixson 准则 [18, 97] "f oki 
FERGAL) (a 一 世 不 存在 闭 轨道 或 不 存在 由 罗 道 组 成 的 钱 唤 线 . 
这 个 准则 又 叫 Dulao 准则 [123], 还 可 参见 [1, 2). BF ns) 
维 情形 , 这 方面 的 结果 不 多 .Xewmroaaa[98] 考虑 动力 系统 (1.1) 
(u—8), 假设 它 存在 首次 积分 五 (z, y, 2) — h, 而 且 向 量 场 的 div 
在 单 连通 区 域 9CR? 内 保持 定 号 , 则 该 系统 在 G 内 不 存在 周期 轨 
道 ,但 是 , 首次 积分 的 存在 , 把 问题 归结 为 二 维 问题 ,所 以 本 质 上 仍 
是 Bendixson 准则 .Jeoaona[e 归 针对 一 个 三 阶 方程 记 一 9 (8, 2, 2) 
提出 不 存在 局 期 轨道 的 充分 条 件 ，、Cronin [100] 给 出 两 个 抑制 周 
期 轨道 ,使 系统 出 现 大 范围 稳定 的 奇 点 的 定理 ,其 中 一 个 定理 证 明 
增加 常数 项 可 抑制 周期 轨道 ， 另 一 则 证 明 增 加 线性 项 可 抑制 周期 
轨道 。1981 年 Smith [124] 把 Bondixson 《不 存在 闭 扫 道 的 ) HE 
则 作 了 推广 , 获 相当 进展 . 


4.1 几 ewmwnoawd 定理 aa 


Jeuxnonaa(98] 考虑 下 列 系统 : 


38 4、 网 期 轨道 的 不 存在 性 
m=P, y, 2, 
-Q@, y, 2), (4.1) 
TRG y, 2), 


其 中 P, Q, BRIG, P, Q, REOG), G 为 单 连通 区 域 . 
4 r—(, y, 2, F= (P, Q, B), (4.1) 可 表 为 
S FG. (4.2) 
ER 4.l(leumzonzw«[98]) ” 没 (i) 系 统 (4.1) 存 在 首次 积分 
Ho, y, 2) —h, 
而 县 曲面 及 (z, y, z) — ^ JEJE UN. 单 连通 的 ， 其 上 任 一 简单 
闭 喝 线 所 围 区 域 是 有 界 的 ; (iD) 在 G 内 最 多 除却 一 零 测 集 之 外 ) 
有 
div P= 2P B48 -2R Lo 
GR div F«0), Jl (4.2) 2c G 内 不 存在 周期 轨道 。 
EA 设 (4. 四 存在 周期 轨道 L, 其 方程 为 
ama), y=y), z=z(ë), 
REPU Boe IRE Go, y, 2) 一 加 之 上 , 令 S 为 工 在 此 曲面 上 
所 周 区 域 , n 一 icosatjcos B+k cosy Jy S 之 单位 法 向 量 . 于 是 有 


n-F=0, (4.8) 
| (nx F)dr — (nx P)+Pdt=0, (4.4) 
由 Stokes 定理 ， 
$, (n x Pyar n-rotcus fao. (4.5) 
但 是 


rot(t x F)-—ndiv F— F diyn 
7r CF, grad)n— (n, grad) F, 


4.2 Jonos 定 理 [3 


其 中 
~ 0b eh 
(@, grad )b a, — -I a, vay TAL 
a= n y, z), 
所 以 ， ; : 
n-rot(nx F) <div F—(n-fF;div n -n-(F, grad) 
—n-(R, grad) F, (4.6) 
而 
nf p eR 2n, on 
n-(F, grad)n-n Ca regen ^) 
. adr: “gna (ne (4.7) 
从 而 得 
f (By grad) Far 2 (A. dos a-t Wed c ab cosy) 
Gu Wo grad Cn LE -i i PRU 
mmgrad (n- F) =0, ae (4.9) 


BER (A.B), (4. 8), (4.7), (4.8), 可 得 
n. "rot (rix F) rs =div F—(n- F)divn 
a In- CF, grad) n — n- ics grad) F — diy F, - 


HES), 有 dbi: 
[fasz ao, 


与 假设 人 ii) 相 矛盾 。 i 1 
4.2 Jleonos © È 
JIeonos [99] #hx} = Er 7; f 


S-e(E å, a), ^^ (4.9) 
或 其 等 价 系统 e E y pu 


90 4. 周期 轨道 的 不 存在 性 
pn, vay 2a), 
=, (4.10) 
l mugs, 
XB e€ C (R5, 给 出 不 存在 周期 轨道 的 充分 条 件 . URL 
flzyGosmu[101] 的 结果 证 明王 列 定理 : 
定理 和 &.&(.jeohoB) 设 


Ogni, mo) , OPO, #2, £) .0 
EA Oz. Tu 


JI FASE (4 10) 4 c AE. 
在 证 明 此 定理 之 前 , 先 引述 By0opma EM, 
zEXEGIEyComm[101]) 考虑 动力 系统 (1.1), 设 za WK, 
BBA: V (©) COCR), V (29) =0, 而 且 满 足下 列 条 件 : 
(i) 对 任 一 运动 9(1, p), V (gG, pp)) 是 t STE is 
(1) RAISO, (i V (g(t, p)) 一 const., vt C [0, 7}, mls 
Hya, p=, VIEL, 1, 
MACKIE Him by, p) | oo, REZ lim g, p) eat 


[ 注 ] 
QD) 3E fE V@) € CR), 《gradF (2), F(2)5 «0, e € Rn, 出 此 定理 .之 年 件 () 
成 立 。 nA i 


D RPTE = GG, s, 6)" €C GOD, 而 且 


[u(2)]7F (3) <0, cc R^, 
rad P és, MD 3 


DUITE VQ). Hua 
3 5 "HG TAP RR: RE aa, 20€ 


cs 


^ Dos ^ 2e, 
o zx. UM ams 


au 
$m, Pu, 


i, j=l 利 同 (a) 可 得 结论 ， 


4.8 Cronin 定 M 01 
定理 和 .和 的 证 明 取 cr ay, co 一 - p(0, m ta), 030, 于 是 


* j ™ pi ty 
ufa) = (23, T PO, wu, Ta), -f et tage 2dr), 
We, bp, da, Vg) — PPO, Ta, 23) 


~a f? 2200, Zas 29 a, 

9 Drs a 

= Fr, su. my) s OPCO, Fy, au) os 
p» : O23 ia 


故 当 apt, fo, #) 0, ETO € z) > 0。 wc) <0, un 
HxsOonm 定理 知 系 统 (4.410) PACA s E 
>, P20 a. >o, w(z)70, 4 ir—i, 可 用 PL MEE 
理 , 亦 推出 C4 10) A f PELIS uit E 1 


s: 3 Cronin 证 m 


wo, A Dor E 


Sh FE LHS RE EU dbi A Dy RRR RERE S, 这 里 指 的 是 : fiin 
因素 时 , AE f PEL, (IM PK, BRA, 生物 实验 
WERA Ki Octláy and B.C. Goodwin [125]; D! Njasi F. 
M. Sujaman and J. W. Haxtings[1261,J. W. Hastings | L127]; 
F.A. , Brown, Jr., J. W. Hastings and J. D. Palmer [128], 

MAWR Fen. dedisti M RI DUI N RE ROCA 
NCC dE, WRI RUBENS, WIRE ARE AL E 
SSC RSP THR BBS AC GENER E Dy 38 GE; TBR RE BM osi AE HEUTE 
程 的 常数 项 , SS Ws PA FE DT ARPES p. Cronin [1001 沿 此 方 
向 给 出 两 个 定理 ， 一 个 是 证 骨 幅 加 常数 项 可 使 周期 解 或 几 羡 周期 
解 消失 , 另 一 个 则 证 明 附 加 线 性 项 可 达 同 样 殉 且 的 、 

HR n ESI RBA. YLOPRWERNWATE. ，， 

t- -Az+F (2), (4.11) 
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在 本 节 中 , ERS lel o Si fm], 也 以 


"em 
Il). 
假设 系统 (4.11) 还 满足 下 列 条 件 ， 
(H 1) AER", 如 果 
B+ Aa Pee tb Ag az AS 
是 常 阵 4 之 特征 方程 , 则 下 列 行列 式 缘 为 正 值 : 
am As, 
Ay Ag As c Ana 
l As A. c Aus 
0 A, Ajo Axa 


oem > 
O0 1 A, o Axa 


0 0 O wm A 
其 中 4: 一 0， Via, Tk Routh-Hurwitz 准则 ,存在 o>0, 使 
LUPA Eu i2 Qul pd 
: Re(9 « — e, 
J] Bay Marden[129], FÆRRE P, 使 PAPC-B, fH 
Hey Pa, WH ways- 一 Ew {参考 Coddingion and 
Levinson[4, pp. 840—341]). Ast, 假设 已 作 这 种 变换 ， 从 而 设 
af Aa ~a a. (4.12) 
` (H-2) & Ri= (ER a0, vil, WEE m0, 使 得 
iG)», vaer, 
(H-8) Ye>0, 3B(s) >0, 使 得 
ER,, jz|zB(o)-|8f/0o,(2) | «o, 4, jmt, o 


,. 


(0-4) 设 Ka{eER} eam Say, Ft, sal, m € (0,4), 
f 


4.8 Ormip 定 理 os 
(8) Je (4.11) INVI, A m (to) CON, 则 z(t) EK, VISA, 

对 生物 系统 来 说 , 变量 mss +, mL 必须 是 非 负 的 , IU BER 
意义 上 说 , 必须 保持 有 界 . 所 以 ， 要 排除 这 样 的 可 能 性 ， 即 存在 某 
MER B ts, te, fi (5) EK, 577 (fa BE o0) jfi Tim jz 人 |= 
co. MU (H-1), (H-2) R CH 4) eli T Xic Ph iE fk, 正如 下 列 引 
BPR. 

引 理 1(Cronin[100]) FÆ ro>0, dE (4.10 MM vC E 

v(t) €8(B(0, ») NK), PER, 
X BO, r)= leriE ss. cni 
w(t) € B(0, 7) NK, Verto, 
证 明 Ho UEO 90, 故 仅 需 证 明 下 列 事 实 ; 
(ts) COBO, r) NABO, ») Q9 257-0, 


fic HE s, 4-8), |e |n ecto 8 OBO, v) RAN, d 
假设 ,在 1+~to, 有 


x wl, = T Az aT f (x), 
a 


HERH 1)2 (4.12), dpa As co Dak 到 


其 中 so>0, 8 CH -2) 2-808 N 
a Arat für) o S ab nial 
i=l 
^ 1/9 =) 
«-—or (Ba?) +mjæl 
«o Vu (e) at rilal 


Sjel, 1 


se 4. eM eH 


现 引 入 下 列 定义 (在 第 2 章 2- exe, ,不 过 当时 是 在 度量 
EAERI 系统 中 讨论 的 ). 

EAI GIDRO JE — SORGE RU, MEFE, 
使 得 502 38(8) -0, XE u(t) J& (4.11) 的 解 且 存在 to HS 
taz, (ua) — ets) | «8 (8), II Jutta) — $1 4-12 | caged, 
(4:1) BUE e CO BBR, 如果 (i)w(t) 是 一 下 稳定 的 , 而 四 
GDH es) —2 a) | «3C, WFE ERY, 使 得 :: - * 

lim jut) —2G@+is) | —9.. 

现 拒 第 2 章 2. AN RU San d: 8 KDaysach: -Sell) 和 定理 27 
(CSell) 改 述 旭 下， 

定理 (Deysach-Sell) Pt a(t) Je (4.11) 的 有 界 、 一 致 稳定 解 ， 
则 存在 (4.11) 的 几乎 局 期 、 一 至 稳定 解 E); HEC 的 轨道 属 守 
2 (D) co 极限 点 案 . 

FEHB (Sell) BL a(t) 是 (4.11) 的 有 界 、 渐 近 稳 定 解 ， 则 存在 
(4.13) REE y), BEL y CO 的 轨道 就 是 (GD ff co 3 
MAR. 

由 这 两 定理 可 推出 于 列 ( 亦 可 参考 Cronin [102] ): 

EE 4.3(Cronin[102]) 设 BOO, ro) NK 不 含 (4.11) HR 
定 [ 渐 近 稳定 ] 奇 点 , B. (4.11) 存在 一 致 稳定 [ 渐 近 稳定 ] ME o0), 
使 对 某 如 ERL， c(t) CBO, ro) NK, WU w(t) BO co 极限 点 集 包 含 
一 条 一 致 稳定 的 几乎 周期 解 BCE) 的 轨道 《不 是 奇 点 》 而 且 z(0€ 
BO, ro NK, Vie Fe CD fU co HR BOE FE BOO, ro) 站 KK 内 一 
条 渐 近 稳定 周期 解 的 轨道 ]。 ` 

此 定理 显示 (4. 了 1) 可 以 存在 周期 解 或 几乎 周期 解 ， 现 来 考虑 
下 列 问题 : 车 存 (4. 坟 ) 右 端 附加 一 常 自 量 CF QE, (4.11) c R 
RAT AE, MEZ, MEC IRL 

Z—Az--f)-K, (4.18) 
车 | 到 上 充分 小 , 上述 定 理 仍 适用 , 这 时 (4.13) 可 存在 周期 解 或 几 


4.8 Cronin 定 理 ^as 
平 周期 解 。 但 是 ,车 上 KK| 充分 大 , 则 (4.78) 在 KK 内 不 存在 周期 轨 
道 . 我 们 有 
定理 4.4(Cronin) 设 系统 (4.11) 满 足 假设 (A-1), 《1-2)， 
(H 3), (H-4). WFE B>0, $i 14 KEK, (KB, (4.13) 在 
多 内 有 唯一 的 次 点 wo, B o% fE IS EKRAR BOE RT. 
征明” 先 勾 吓 证 明 的 梗概 . 
(D 引 理 2 YK EK, 3n (K) ER 使 各 
mg) CABO, HAE, 
r>r1(K) ate) RY OBO, ?) 相 切 , 且 
s € BO, v) n, Vite, 
这 里 wit) (4 19) ORI, 
| (9 引 理 8 YBO, 35,08)7-0, 使 得 
1K Eo ra(B)，zo 是 (4.13) 的 奇 点 — Jao] >B. 
(3) 83H84 35-0, 使 得 
zo RE (418) BRE A, H. leol > B => zo 是 浙 近 稳 定 的 
(4) SHRÓ 35-0, 使 得 
[E| 37570, 7470, rare, 上 且 方程 
-Às-f(c)a R (4.14) 
CEE AH xo, zo C Int (BO, ro NEBO, 73))]. 
(8) SUB 6. TMS MAK no E KRKA EEN. 
从 而 定理 4.4 得 证 . 了 
这 些 引 理 间 的 逻辑 关系 为 
(H-2) (HD (HS) (HA 


96 4. 局 期 轨道 的 不 存在 性 
“以下 分 别 证 明 上 述 各 引 理 : 
^ 引 理 2 的 证 明 RAEN (A. 2M TIGA, Kan 
TE ME [559188 1. DERE — RF. 
假设 (H-4) — 35 TCA) JE (4.11) RU AE L(t) COR, WI 


A Go) CR 或 指向 Ini, 于是, 若 ot) 是 (4.13) 的 解 ,而 且 
e(t) 240), M 
pru m Ante) +f Celt) +E 
= AT(to) FF) +K, 
其 中 AZ (lo) SEU) € 9X 或 指向 Int K, WK EK, BELL 
E e(t MH Tett, | 1 


引 理 8 的 证 明 已 知 Axo+f(zo) +K =0; 假设 (H-1):=> A 
LAYER ARSE m ATI dd mne m ATI (wo) BAKE => 
laojz14-K]p-[A- pm, C CRUB CH-2)] 

所 以 , 当 LC | 充分 大 寺 , dol B. B * 1 

引 理 生 的 证 明 设 wo 是 (4.13) 的 奇 点 , 为 了 研究 其 渐 近 稳定 
性 ,考虑 矩阵 

A=A+Df (a), 

其 中 Df (Go) Æ f (a) 在 m 的 Jacobi 阵 ; HE (H-1), (H-8) 及 
Reuth-Hurwiiz 准则 — 当 |zol 充 分 大 时 , A RERS FE fa St 
38, 从 而 xo 是 渐 近 稳定 的 . 1 

SI 6 OYE WAS RD =r 2(8), 其 中 8B 是 引 理 4 的 常数 ， 
ra(*) 是 引 理 3 MARRAK, 到 re> B, 同时 利用 假设 (H-3), 到 
ra 充分 大 ,使 得 > 

EECIBO, n)1-) Df @) ~ec, 

FOP CEBO, 79)] BBO, ya) 的 凸 包 , o70J& (H 1) 中 的 
常数 .这 样 做 的 目的 是 为 证 明 引 理 6 下 的 伏笔 ， 以 便 将 来 运用 


4.3 Comin RA at 


Gronwall 3[38. ) 
以 下 证 明 存 在 k> 0, 使 得 
SCARAB, )), REK, [Kl b SAAN 5 W IR MR 
dO A b OT BO, ro)] i aca ls Ent(5 
BO, 73), 
事实 上 , OF LEON, 按 引 理 2 的 证 法 , 可 得 上 结论 ， 对 于 
ZEKNABO, ra), 有 . 
e= ET AS - T f(£)4 aK zu 
>K- jajjj -mól . 000 (35 
AAW, BAU} HEER 


^ i£. ` 
>m Da, G=1, +, n, 
f 
i 


(l4-m)é,>m 2 &,— mlz], 


miah 
A Em Tim: 
XA ÊEK, & : 
ép wel (4.16) 
TE, 


Simi Ry TEL. pag Ir mpl 
- (EL. palé- yit 


[UL pai v(a) -ah 


EF 


rmiRi . 1 —a bl 
TE NAN vnm (4.17) 


所 以 ，38 7-0, 使 
{Ri >k? di, véctneB(, vs), 


se 4. Beca eoe fete 
从 而 (4.14) E SERN OBO, rs) BURETE £ 2 VLL MIRI] Int[K\ 
BO, 7]. ? . 

WRECK, LE] max (9, RP), 4 nOD, Hrs) 
JESUS 2 Br Me BO Me, NL PR RR 2 推出 

$cKü8B(0, r) (4.14) x 2 Bigot: £ m 
Inift*tf B(O, ra}. 
于 是 , 若 z(D) 是 (4.14) 的 解 而 且 对 某 OER, 
(to) EARN (BO, ra) BO, r9))1, 

则 2 (D 4e to MAERAH ARN (BO, r) BO, 7) TR 
者 指向 tS N (BO, rO\ BO, rs))], Br Alexandrotf & Hopf 
[130] Cp. 470 的 定理 1 得 , 3(4.14) APA eo C Inv CBO, 
T) BO, rs))]. (AB ra> 8, ke dol 77 8, 由 引 理 4 知 wo 是 渐 近 
稳定 的 . 3 1 

引 理 6 的 证 明 HGE: 若 (D 是 (4.14) 的 解 , H. SiL CR Hk 
2 人 fo) EK, MI lim rit) = zo, 

BUR CH-4) RYM 2 MEE So) EK, VOI, KBR 
(EIT), 2036 [3] Gay? ] «rs BI SEER, di (0 ERY 
BQ, 73), VCI, ` 

引 理 2 JER, 使 ZU EKNBO, r), vere, 

因此 , 3e€Ri i 

a(t) € BO, ra) NK) BO, rg), Vw v, 
Wier, 有 
a(t) Aw(t) +f (@(t)) +R, 
其 中 e) € (KO, r0 NO BO, rs 另外 人 
O= Ax tf (z0) +K, 
出 此 两 式 得 ， 
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EO ~ zo] = A[e(£) — asl +F (a(t) — f (ao) 


= A fælt) ~a + (Df Erot 8(w(t) 291) fo) — nd, 
; 8€ (0, 1). 
因 «o, e (f) € (BO, ra) NRBO, rs), 故 
4o [s (£) — eo] € € (KXB(O, r5)1. 
His] OREM rs 所 作 之 选择 推出 、 
Vf leot 8 (e(t) — 40) | eor, 
其 中 ee 满足 
Cal800) —0 <0, 
而 co, a 是 这 样 的 常数 , 设 外 (6) 是 4 一 Ac 的 基本 解 阵 ， DO) =I, 
yl 
10) Eo". 
于 是 运用 Gronwall 4| i, # L. Cesari[131], We 
lim [2 — al] 70. 1 

RRR BEDE SR, 除 参 考 本 节 开 头 所 列 文献 之 外 ,还 
"f £ py L. Danziger & G. L. Elmorgreen [182]; N. Rashevsky 
[133]; J. Cronin [184], 

现 来 考虑 附加 线性 项 以 抑制 振 葛 的 情形 . 05 X XE AE (4.11) m 
发 ,不 过 这 时 假设 下 列 : 

(A-1) ACR" WHERE, A 之 每 特征 根 丝 满足 Re) <0; 

(h-2) 3Mi>0, [f (D | <M, Ve €R; 

(h-8) 3M570, | Df (2) | <Ma, Ve Qc RT, X ri Qn 为 
开 集 ; 

(h A) 若 oli) JE (4.11) Hy RE, Ato €, z(to) COR, W 
zx) ERG, vito, 
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于 是 , 按 定理 4.8,，(4.11) 可 存在 几乎 周期 解 或 周期 解 ， 现 在 
要 讨论 的 问题 是 : 在 (4.11) 的 线性 项 中 作 何 次 化 , 可 使 这 几乎 周期 
解 或 周期 解 消失 ? 为 此 , 再 作 另 一 假设 : 
(h-8) & L(u) CRO, 其 每 一 元 素 均 是 x BU EHE IR CC pe 
9), 而 且 
max [ReC 和 CH))3 


3 oo MUP HIER, X BA), dan, oon, ORB TE 
AcnLO)WBEEIER RR) 
z—Àsc-f(z)-ngL(m)m, w9 (4.18) 

RE. 

定理 人 .5(Cronin) 设 系统 (4.11) WEB A-1), 0-2), 
(h8), (h-4), ALC) Ee 5), W Auo, 使 得 

B> 1 72 (4.18) 存在 奇 点 TOE RY, wo fe RI d EHE BH ST RR 
定 ， 

证 明 可 类 似 于 以 上 定理 的 证 法 证 明 。 首先 可 得 

引 理 7 Stor 0, 使 得 uuo 时 , 37。>>0, 使 

rr, D(t) COBO, r), 
a1) HE: (4.18) HME => w(t) € BOO, r), VES, 

5152 8. Vero, 3$ rzor,, W (4.15) 在 Ini RE BO, 9] 
FETE HE mo. 

HUB BE (A-5), 313 7 及 Alexandro-Hopf(130] (p. 479 的 
定理 1) 可 推出 此 引 理 . 

引 理 9 He KAKA rr, 则 引 理 8 ZAR co EER N 
BOO, 站) 大 范围 渐 近 稳定 的 ， 

"(dá FL FROS 3] PR 6 省 明 中 适用 Geouwadl. $f AIBARA AS JF 
法 证 此 引 理 . 

FER, 1 


4.4 Smitb sx R id 


4.4 Smith 定 38 


关于 Bendixson (PAEH Suis HY) EU RU MEI" 8] EE, 还 有 下 
列 工作 : 

1974, Kurth[135] 对 Bendixson 准则 作 了 如 下 的 推广 . 

SBC Kurth HGC 为 开 区 域 , F:G REG A 
有 连续 偏 微 商 , 而 且 $04 

(div F) (2279, Yr EG. 

^ Poa HRT ARRA: 

(i) WEWE eefe), 20) 一 4€ 了 的 解 Dla, 2) BAB 
解 ; Ul x 
Gi) Pu, (P(«, LER CE, 
WR P 73 Lebesgue 可 测 集 , 而 县 其 测度 为 .0 

可 是 ,这 个 定理 没有 解决 系统 ofo) 3E MESRAN » 
轨道 的 问题 . DES Seu SA 

1981, Smith [124] [zT ;Bendixson 准则 的 推广 ,取得 进展 ， 
Smith ESA, 4 n8, 加 不 附 如 条 件 ， Bendixson HE TW J AS p 
306, Pin, dé/dt- y, dn/di= —£, dl /at—— 20, eat f= Co, 
一 -2 D, dix f. 在 Rs sc, HE RR TEE NE. 

现 介绍 Smith 的 一 个 结果 口 24, 5E BR 的 第 一 部 分 ], 

考虑 动力 系统 


anf (e), 

Hosp f:Rh-» R^ 在 RP 中 每 点 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 又 设 
(H1) 2 一 7(z) 的 一 切 解 和 (0 都 在 (=, o0) 存 在 。 
(H2) 存在 常数 和 >0， s20 KIKE V (2), 使 得 

y PAV. s (D) wa) + LV (a(t) — 0), 
elm) — m |? 


108 4. ARATE 
对 z— f (0) SERIF ma CD), ma (D RUE, 
UTS) V (2) ma Po, Kt P 为 nxn 实 对 称 阵 ， 它 有 两 个 负 
特征 值 , nm 一 2 PEREM. 
. (13) BH VG), ARR RHE Feo - Qool (X, Y), 
Quse, KER, Y C72, URE, 
V (2 YS — X3, 
RUM II: Re_> Fe, Ha=~X, Va CR*, ` 
定理 4.7 Smith) diz—fG)MOR (AD, a, G8) 
了 王权 为 单 连通 开 集 ， 如 果 存 在 连续 函数 oD FO, fh 
olof (2) €O GI D), WA H-DW A co 
90, (m2) ho div (Gf) O02 = 
Wie UD HREH of (2) RER 0(O Jy RARI HR), 
di DFP, M 有 DD 一 Re, 这 时 定理 4. TREM. 
定理 4.7 EDREAL ”: 
oye, SEN ARE RE, E 
x SCR 是 系统 5 一 (oz) 的 紧 致 不 变 集 , 令 
bes E emi EV a7 的 ) ad 


iiic wei DR, WAS, =H5, iP. D, UaD,, 


EX 
B,- (oC Rojo (n) <0 WC Needy. 


于 是 , BCH 2) AT HE 

BAIA (PPF (o (D) RAI E BE, BoB n (D 是 
E f (2) LE — Rs 

Z) 4 a= f n) 的 MODES, 则 eo (0) 严格 单调 下 
降 . 

HEIL 可 证 明 

SEACA, 2|28 8]) BRA Of ARER OCC 是 简 
ARIA, LED, MEER o (O WR. 


4.4 mitb 定 理 108 
IH2(0) =, 
vo(m(1)) «0, Vt, 
JUR, FIR 2 吕 推 出 
引 理 3([124, jE38 2]) BCH), (H2), (8) Jr, TE 
Zz 一 了 (%) 有 不 变 集 O(O 是 简单 闭 曲 线 ). 则 
G) 习 不 变 集 M, M 有 下 列 性 质 ， 
à MCüntE, 
M—GUM, 
MH 5 D, BE. 
Gi) E a(0R S -f GIN fh, BeA) ED, CO RET, A 
ea (1) 0(1— — 00), NW] 21) € M, VI CRI, 
BASAL 引 理 3 可 推出 定 现 4.7, 办 法 是 用 反 证 法 , 


Ea 
: Qus 


5. 周期 轨道 的 唯一 性 


要 判定 动力 系统 (1. 2) AE SH COIT to D A ae, 
SEA MET ELT Pe A A 
Göran Borg (103) 33s RO Si: (LD AHE i Pr 
随时 间 # BIG we >, 则 可 证 明 在 某 有 界 区 域 D P, CLL) d Jad 
轨道 是 唯一 的 。 后来, Shernian [42] 成 功 地 应 用 Borg 694 YE jl 
时 了 描写 -个 核 自 旋 发 生 器 的 三 阶 动力 系统 


g= — Bury, 
linn mm, 
z= Bla (1—2) ~ ky") 


TELLUS JE PE — BS (BL AS BIB 7 36, 

总 之 , DRAA VUE PE PEDUER RE + REA. Borg 
的 结果 是 不 易 应 用 的 . 因此, 常 需 按 照 具 体 情 况 作 县 体 分 析 , 针对 
方程 的 特点 制订 解决 的 方法 。 下 人 麟 文献 就 是 沿 此 方向 努力 和 的 例 
T: RICW [104], AHIR [105, 100], Dai[48] (参见 本 书 第 7 章 
有 关 部 分 ). 


5.1 Borg E JE 
考虑 动力 系统 入 .了 ), AFE 


ba Bog 定 理 105 
tet = (Ss p) , CPP, a, y= Say, o, y CR, 
JG) de F(x) dE « 处 的 Jacori pi, Bl 


Tara) F6» 0 8Fi()] 
é Qus EM 
OF (a) Fala , OFs(%) 
J(z)- ees Bary EN 
aF ‘@) SF.) AF ee) 
| 8. p» j Bx, 


ATLA A, BE g' RES M ML. EMEA Mis PO 
iccr"|3G, p eR M i g(t D =r), RAZ, Pg (gt. 
p) ERJ ri (gt, p) IERS} Robp Hat 02, 是 轨 
FELCOLPDITUS ` 
定理 5.1(Borgf1081) 设 系统 (1. HMR: 。 
OD oD, oD edly ve, y € DE 
五 为 有 界 区 域 ; A>; ip 95. Dy 之 向 量 场 正 交 ， 共 
CF, (=)> 3 $ 
En Prad, DM 4 aaka 
Gi) Z'*(9) c D, vpc D, J 
2 5 D fe D WEE APR Gan RD, WB. 
^", Vp€ D, 
ERA DEOR NE 
引 理 1 RAL EGET ARR CO, (P); CE.) 
BIDT CP) (CZC D, D PR XE Lanyon di E 89, Nd Ho 
337-0, 使 下 列 成 立 : ae 
Vk>O, As>0, d(p, 9) «a > alg) ER, ICD | <b, 
d(g(t+h(q), P), g(t, q)) Ce", (5.1) 
证 明 Dp) = (9, p) t=O}, ja gC, p) f 4x MW 92), 


106 5. 周期 轨道 的 叭 一 性 
i=l, e,n HUBELGD, DA A, BUE TE 0770, 使 得 
z [9 (0355, VEO, 

Bi F COO, MIO HARLAN (0), 328 CTD) MRK 
有 界 . 以 下 设法 沿 ID (p) 引入 新 坐标 系 98, n, ors ecu 然后 在 
I" (p) 邻 城 用 新 举 标 研究 (1.1) 的 解 的 性 态 ， 为 此 , ESL ABH 
Vs, ed lol? = S i gm Qs ea), SRE R 
EREA Y 5 V «0, 从而 证 明 2 9G, Pp) 是 Iamysos 稳定 
Hj. 在 此 基础 上 再 证 明 不 等 式 (5.1)， 这 就 是 本 证 明 的 粗略 轮 那 . 
DUE ATER. 

O RIBERA, UCHRURADTRI. ER g0, P) I (D, 
过 wg(0, p) 作 正 交 于 T(P) f (a= 1) TET, l8 D* Co) Bri 
MAR, ics DCP) WE ALIM, ROR OR AGIR, dE 
SAAD ERGER MIER yu ns ea, TIE BLAUE A c 3 
BH ; ig 

w= 98) + Balu, i=, sn, (6:2) 

Hip diu(0), 6-1, = mlml, o, n-1, GO), LOR, 
ATG $2), Wa (0) BR AF (02-00, EAR, 04 2-9, p) 与 
T* (y) ERE D, PED IL, F 

Sag Sig. 6.8) 

(有 关 这 种 局 部 流动 坐标 , 可 参考 Hale [5, p. 214], ) 

把 (5.2) 对 + 求生 高, 结合 系统 (1.1)， 求解 0, Ho, sr qas 

分 方程 组 


dà 
— ~ By, 8), 
ie (5.4 


—G, 9), 


6.1 Borg 定 理 107 
boy Gh, rs e, OG m (Ga, oe, Gr, FE LAD 的 解 
w= gt, PEAD. =t, yO, Bit 


G0, 051, 
lee. 8) =0, G.5) 
Be d " 
ite =t+r, (5.6) 


Ls 
= Oy, x, t), . 
| a 6.7) 


= Gy, v, D, 
RP Oy, z, D - Gy, 12-) 1, GG, v0 — Gr, C, 并 记 
G= Gs, …, GL). IR (5.8) fl, (0, v, 0, GO, v, =U, 
Hi (0.2) MIR MORERA, O, G, 00, 0d,, Hry T 1220, 
lyf, lz 上 充分 小 时 是 连续 且 有 输 的 。， 另 外， 因为 CO, v,-t)—0, 
故 存 在 8770, 使 当 byl 充分 小 时 ， 
le, =, £1 «8st. |^ — (6.8 
因为 G(0, v, 2) 50, Bi EL Gag, v, OMB 
Gy, v, 0 Sanat sn es vD smD nti, 
: (5.9) 
其 中 auls, bal, o, n—1) fc (0 是 连续 和 有 界 的 ,而 A RU FR 
C85 Wi, Irl 充分 小 时 》 
lAsGi, 7 10) 
其 中 >y>0 可 取得 任意 小 . 
… 于 是 系统 (6. 四 可 改写 为 
ee * 0, 


kn - 
Be - i en (Om Ass, tU, Yana, T, D) 87d, o, n— d, 
FG ; 2. GAY 


ita 5. RURSUM POE HL 


HEME 
F =V s, ts Yat) -ly Sot, (5.12) 
i 0.3) 
b= Dinge |e- 9, 5p, (5.18) 


Hop a— 908, 9) 5 FQ, p)iESE, BB 
<a-9@, p), F(9(8, 93» —0, 


BIER D REG Te V, 
v=: 5 a(S anyi) +2 Sua s 
BAM, B (1.1) 465.195 98 
Pae So n O)| Pelan m) = Fin sen gat) ]. 
W <e, p, FG, 9570, M SS C) pst, 
9400) =O, BibL TTB Tr d 
P= 2G P) US GR, y aa) Fio, e 021, 


注意 及 PFQ)-F() - tura das, 
CEDES 
Bilas, te, End) ELD, e, Gal) 
- [3 SE en, ean, 


Jin al pet O— 90, 571, =, », wel, 1], 于 是 又 可 
mx 
V2 Èe- 9 O13 [25 


Gat, ts x) Dey - GOV de, 
(5.14) 
Hop alm uet L- eg, sl, o6, n, Sa^ ZEE AE RU EB 


5.) Brg Æ- Œ 109 
p € 0, 1], à — 95, p) =wle—g, p)1, 
Ia*-g.0, p 1«ie—g(8, p). 
(5.14) 可 表 为 i 
mafi <I iag, 01, Tog, pode 


=2] 90. p)ie-9(89, »)1, tw 98, p) Ddr 


af tron mte e m1, Coq, 01 dp. 
MJE DEBE, Hot Jeg, md ivl ER ARE 
Jr) 4 GU. D HERD, ST (Do 98, FOP 
0, 所以 由 假设 G) 可 得 
p<- ay (wb 充分 小 时 ). (6.18) 
注意 及 (5.8)，(5.10) (5.18), 可 取 a>0, 使 得 
l8, v, | «Blu 


| ds (yz, ns sen m, DI cota, 
lr} <o, iyi <o>} yc ABO 1), Sm i, n nl 


FR ar. 
于 是 ,由 户 =2 Shu (SE ur) ens, 可 得 
2 时) < 
PEERK 
m= ya amd, re nd, (5.16) 
其 中 aoo 是 多分 小 的 常数 ， 系统 (5. 二) 的 末 (QD 个 方程 可 改 
写成 
Lie anat v [ilna HAJ dona 1 


e A QUOI, ry mas 0, P), 


uo 5. 局 期 轨道 的 唯一 性 
一 


RUBUS, JV On, 7, eR Y, 得 
y-2 号 CD )+2a7 Cm, t, Isi) 


i 
e" B mAn, nen, € net, T, 0, 
A 


BFL, 当 1e] «o, | Sig ]" o, 6-0, 由 上 述 结果 可 得 


Y«-AV-423V, 
3X A dE HE JB O<A< 4/4, 则 有 
Y«—-:y «o, (5.17) 


Be RE CS LD UBRO e 
t=0, T=To, 7. 7 7. (3m1, =, n—1) 
的 解 (这 里 ， zol co, [Sini ] <o, oaa), 此 解 至 少 在 1 一 0 
的 某 邻 域内 满足 不 等 式 
IIo, [3 tco] ^o. 


HEBREAPSRRUS CE ZR, TERE, 在 O, f) 


AA n 
WO 


由 此 可 网 
V ni, oy Mma) =V (jo, 7, Mats) ef has 
SV n.o, t, Tho), 
从 而 TR l 
[Saw | "<3, reo b. (5.18) 
fH mme" Ww, sc, e, Nn 一， 也 以 
Jat [<de™, teo, b, 


51 Bog £A am 
另外 , 因 ley, v, O1<Bl yi, Be 
Ory), v, Dl «83e, te (0, b, 
由 系统 (5.11) 第 一 个 方程 得 
v(t) feo, «, di, 
于 是 
iO |< [ro] +88 [etaim [ro] + ABO) 


«ini E, (ec, b. 


FER E, 0<B<o, REAM [rol <3, [Ss] <3 tm s 
满足 
(een 
则 有 
1v <lro] +£ cg, i€ (0, b, (5.19) 
以 下 要 证 明 不 等 式 (6.18)，(5.19) 对 368 一 [0, oo) AMIE, 
事实 上 ,车 不 然 , 则 SEO, 使 

I«c)1«z, [ S ste | <a, ve to, v). 
BUE, AWRERP RSA PRB R, HORE BE «e, 
FRAO, nt), I=L, -—, n—1 SHAE, S8» C 

iv (5 | «o, (s MO, ae, victo, «1. 
于 是 类 似 于 上 述 的 推理 可 得 

Iri] <2, (S so) ] ^ «o, Vt € [0, 14], 


遂 生 了 矛盾 . 
因此 , 我 们 有 
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lrol <3, [yol <8 |r <E, ly | «8e, vt c RÀ, 

(5.20) 

注意 及 坐标 变换 公式 (5.2) RHO), PORER, 可 看 出 ; 
Jao—»] 充分 小 时 ，|re]， go 任意 小 ;而 由 上 述 (5.20) A, |vol, 
iyol Reit, |), 1o CO ] 微小 , 从 而 1o—9(, 22] 微小 ; RH 
之 , nm 一 9(t, p) fe Lanyon 稳定 的 . : 

司 理工 前 前 半 部 分 得 证 . 

以 下 证 明 本 引 理 的 第 二 部 分 , HDI ESSO. 0). 

任 取 #>0, 可 以 证 明 , 94 5 充分 小 时 , 沿 上 述 的 解 , 有 

Jim «(5 =r, [4] <k, 


事实 上 , 取 定 E(E--o, 0 EE), 有 


Himr(D) 一 mm + OCE), v, Ddi- tot hha, 


es 


其 中 -人 (t), v, t)di-<o0 


CIR JOE, v, 0 | <8), 
4 hv hi, 


Ih] e pm] + cuca, 
现 来 估计 e-r], 我 们 有 


-rai Jew, 7, 0 dtc [ e*di= 


(5.21) 

再 选取 o Gian p, di pe c, [Sha | ”<5 成 立 ， 

nus (1+2)5<m, CO, D. O-ti, Mil L9, 
得 


m) m qmm) EAG ry, $-—1,-,m, 


5. Borg E M ais 


WWE qe, Hp h—wothy, 得 
m) 790 bh) - gir v0)) - gh) 
+ utr ut) dnt, nn, 
但 gi (0), POE 02-0 BAR, MEE Ly>O, 使 得 
las) — gt EL hr | + bly D. 


d—1,--, m, VEO, 


注意 及 [vO <d, h-r) | em, goto 10, 使 
IgG, e) — 90-5, 2) | <L, 
(RB (0 HIG, 9) 之 各 分 量 , WET) 是 gath, p) 之 各 分 量 . ) 
AGE O-C1/L, BN 
lgt, €) —g(t--^, p) j<, |h] <k, 

是 为 不 等 式 (5.)， 1 

IRI 设 定理 5.1 gef 3), (i) RI, ij ELA GE (1.1) 存 
在 解 o — g(t, DBE P CEC D WARR), WD 内 存在 (1.1) 
的 周期 轨道 。 

证 明 Tg Æ Lagrange 稳定 的 , 故 QC D arf e REM (S 
JR, Hemaupnti-Crenanon[8, 中 文本 , FÆ, p. 407 推论 2 及 p. 408 
定理 271.) 设 此 回复 运动 为 g(t, p), PER. AW Rime 
Poisson 稳定 的 ， 故 g(t, p) FE Poisson BEN, 另 方面 , Qu 是 不 
变 、 闭 集 ， 所 以 怀 ( 切 属于 了 内 某 财 域 ， 从 而 由 引 理 工 知 ， 不 等 式 


(5.1) 成 立 。 
TÆ, tiancc[25, p. 9, 定理 1. 日 的 假设 条 件 成 立 《 取 ox(#) 一 
e™), WA g C, P) 是 周期 送 动 . 1 


由 引 理 1 看 出 ,此 周期 轨道 是 渐 近 稳定 的 . 

以 下 证 明 本 节 开 始 时 列 出 的 定理 5.I. 

定理 5.1 的 证 明 先 证 存在 性 及 稳定 性 . TEM PED, 考虑 
g(t P), 于 是 Qo 呈 D， 由 引 理 2 Al, 3r€ Q, Bg, r) 为 周期 运 
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动 ,出 引 理 1 知 它 是 .Janynos 稳定 的 。 

至 于 唯一 性 ,， 令 4~ {gE 了 IgG q) 一 了 (7), too}, 可 看 
出 4 是 开 集 . GAD, 则 唯一 性 得 证 . 车 AD, 可 引出 矛盾 
如 下 . 设 pED4, 由 4 之 定义 知 g(t, p) COA, VIz-0, Tj H 684 为 
闭 集 ， 于 是 按 上 述 证 明 引 理 2 的 方法 ， 可 得 : 37E34, g(t, 7) 是 
局 期 运动 , FACOG 一 9g、 但 是 由 引 理 1 CO REE 
SDB RH BG Mtr om BELO, ATEOA, XE AUF 
B. 1 


6. 周期 轨道 的 稳定 性 


ERE n 维 动力 系统 (1.1) 的 周期 轨道 的 渐 近 稳 定性 、 先 
综述 有 关 的 基本 事实 , 然后 分 别 介绍 Franke 与 Selgrade(110] A 
用 大 范围 分 析 和 计算 机 的 研究 方法 ， 以 及 Qhurehill, Selgrade 
C11] Poincaré 稳定 准则 所 作 的 推广 。 


6.1 周期 轨道 的 渐 近 稳定 性 


Bn RHR (1.1) 所 确定 的 动力 流 g. V YCMCR* 
是 此 动力 流 的 周期 轨道 ( 即 非常 数 周期 组 在 祖 空间 的 轨道 )。 我 们 
说 YY 是 渐 近 稳定 的 ,如 果 下 列 成 立 : 
ERR UCM (CU), FEAR Us, YCUsCUz, 使 得 
FU Us, Vtz-0; 
lim d(g'(a), y) 0, Ve €Us, 


我 们 有 下 列 基 本 事实 : 

Ci) Wt y 是 系统 代 . 巧 的 周期 轨道 (周期 为 了 ), 史 Ey， 线 性 映 
BY Dg” (p) Ai n—1 MARTE HE o AB os] 1, 则 7 是 浙 近 稳定 
f. 

Gi) Dg'(p)BREUERR IN EBESS pC y HK. 事实 上 , FAR 


116 6. AAMT Eee E 
q€y, & r cR, g(r) =q, 则 
Dg" Cp) = D(g feg"o9") Cp) 
-[Dg (p) * Dg (9) Dg" (p), 
BY Dg" (p) ^i Dg" (q) 相似 , 35b, 1 必 是 Do" Cp) HURT, 因为 
DFDE =F). — 
G) Dg'G) E nu. 
"Y-DE(QOV, DPG)-I, 
4% Floquet 理论 , # y C) 是 周期 轨道 y 的 表示 式 , HU Dott) — 
K (exp(4t), K t-- T) -K G), A WHE, 特别 地 Dg io) 一 
exp(dT), exp(4T) Bi KeüE dB. os, …， os WRU BL y BU Te GE 
根 , 相 庶 的 去 Jog 04, j 一 1，…, ME BORNE Hi, 
Gv) E y JECL) 的 周期 轨道 , PEY, Wy dE p HIRUR S 
(4, 3.5 45), 定义 ?的 Poincaré 映射 
PiSDSQ S, P(e) = 9 (n). 
JU y EGER og, j=l, or, n 中 有 一 个 为 1 例如 说 oo 一 1 而 
oy, j—1, -pm 一 二 J& Poincaré ik $} P te a= p Jk HI Jacobi 陈 
的 特征 根 。 如 果 在 良 " 中 特意 选取 坐标 系 ; HP (D = (0,0, 0, 
芝 所 在 的 子 空间 0.0, WI Dg Cp) —expCAT) IS HK — Hy 
(0, +, 0, 1)", 而且 在 expC AT) rp dS SOCE TIR ALBI A Qn— 1) x 
(n — 1) PER JE Poincaré 映射 卫 在 z=Pp 处 的 Jacobi RF, 
QD By EA ORKAR, HAAT 则 有 
(HO y 至 少 有 ` "特征 指数 具 负 实 部 会 存在 (1.D 的 解 了 一 
e) CRY yW IE lim d(y, (028 —0, 7-0, 
(Z) vy RAH kon OA EIR AA, RUNE CO fe 
所 列 极限 性质 的 解构 成 一 个 有 1 维 ( 严 流 形 .Y 
CA) 若 y 至 少 有 一 个 特征 指数 具 正 实 部 ， 则 y 不 是 轨道 稳 
定 的 ， 


6.8 FrankeSelgrade 方法 far 
(T) BCL) bE Oki, LHn- -1) -个 特征 
指数 具 正 实 部 , 则 bt ERIE 7 可 表述 为 
Som (s €f» 2(D, Him dy, 2(2) -0), - 


mA y 的 稳定 流 形 ; MEF (i 1) —À 个 县 正 实 部 的 特征 指数 ,有 
(nk) ERE 
U= {eER re), limd(y, e@))=0}, 
叫做 y SPR GRR s—2(DJROLOOMUNO. . 
这 些 基本 事 KENEH, 参见 Hartman[6] 及 Hirsch 34 t Smale 
t. . 


6.2 Franke-Selgrade 方法 


EAA SIA A RR MEE, BUR cE, 5 

PEST TA 
Franke 和 Solgrade[110] 借助 大 范围 分 析 和 数值 分 析 的 方 

法 ， 使 用 计算 析 处 理 这 不 问题 . "MBANE TAE RE, 用 以 决 
Sen UC AG Fe, AA U RRO Vt oie toe 
看 了 CR. [110] 28 2 WARE 3.1 BRED), HARKE KR 
F, FED BRVE MCA AE AC RE LED UK GE CHE EDU AE HIC 
BAKE), TLO 3 节 中 的 命题 3 3.8. 太 其 推论 以 及 定理 
8.5, * E 

考虑 系统 (1.1)， 即 ' 


E 


并 设 MR, sa. DAt 以 下 介绍 [110] 所 证 明 的 ， 
保证 y LER AUR SCRAP ae 
如 第 -- bids 系统 (1:1) ME TSI gie 


Pp D. Glen KO). (gw) [LER HAA oH 


t, a), 
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轨道 ， 若 2ER",， F(2)-0, Ag) He, VECR c Wy Bt g HH 4k 
此 点 ; Ho AGE g RREN, WEE STO-0, W ga) =w, WE c my 
lic of 的 周期 点 . 

BLA RE T FAR KR LARRE 

a~F(a), Se DF (z)o, (6.1) 

其 中 DF (wo) Jk F H o fij Jacobi Eg, (s, v) CR'x fe, 对 应 于 初 什 
(s, v) CR' x R^ MW TP Co, 0) = (gf, Dolo), 其 中 g(a) 
BADAM, TT De (2)3E 9 在 之 Jacobi Mg, V AMT. ds 
= 是 史 的 一 个 周期 点 ， 则 (6.1 REA RRR 
2%, 这 时 可 用 Floquet 理论 寻找 特征 指数 (Hartmanf[6])， 不 过 这 
需要 知道 局 期 轨道 之 方程 ， 一 般 说 来 ， 这 是 很 少见 的 情形 、 为 了 
获得 符 征 指数 的 桂 料 ; BN DCNS tyr Go e Sri RESTE 
MM, A SAA TARAS, ，. 

ACRI Gf RERA, BE eC A, Fa) desir T Rex m^ 
的 两 个 子 空间 - 

. WFR Be (a, 2) ERXR vm ak (2), . acy, 
“法子 空间 N= (o, e) ER XRG, Fe) =O}, 
RE C "> 表示 R 的 普通 内 积 . 

a Haj E, Nm J Na 
# p {a} XR" -> NOS {a} XR 到 No 的 正 交 投射 , 即 

8 Ge, v) m (x, mu (0), 
0, 4 F (2) =0, 
Ta V 

其 中 (x)= ie us ， 当 Fe) 0, 
以 下 常 把 ms 的 附 标 省 略 , 记 为 mr， 以 简化 符号 ， 我 们 有 

313 L(Franke-Selgrade [110)) Bk A J& g' YK ICI AE K 
合 , X Eee 15-0 使 不 等 式 
fr (Dy Cv)w) | <1, YeE Ad, (2, w)€ N,, lwl =l 


6.2 Franke-Gelgrade 方法 us 
成 立 , MY S8, 使 
lr Dg-"(a)v) SBi, Vie, v)€ Axm", | (6.2) 
证 明 Ao, EEs, MERR. DAAE, EFA 
WE ERRER TF, PERERA). #0, v) € E, 则 
s(v)€N,JESE, HUCSEPENI, JaC (0, 1) 使 
for(Dg?(a)w)i<a, Vle, w) € N,, |w| =1, 
HBR Dg" oe) HR EB, 有 
Ie Dg wj obw], VGr, :w) ENa (6.8) 
BEUTE), Dg T (ao), 4 Y — Dg" (zo, 有 


~ KY, FOUTIEF (2) 
PO)“, OA 


WITE), Y — 7) € Ey «o, (@, DEY — ae YE 
Be, BAK jer Dg" a (a) (Y )) | OR (6.3). Je (977 (22, 
wt 了 )) HOSCE Nero, 这 是 成 立 的 ; 事 家 上 ， . 
` aY) YKY, P (97 ) E (71 G)/KF or), ste» 
=> <æ (F), FQTG)»-9 
于 是 由 (6.3) 得 ro 
| de Gr s P) Ecol QOL, ~ 
但 是 ， Der TEY =v, alo) o (Dg (gTa) aE), Bil 
lacal mele Dg Go), | 
Api deQDetG)9)b»8]aQ), 其 中 B-1i/a1.. Y 
反复 运用 不 等 式 (6,2) 可 得 ，、 
推论 WARS RRA. RHE TSO, m 
le Dg" (ol «1, Ve€ A, (s, w) €N,, lul 1. 
则 集合 Co CDy'(2)o) HH £50) FEI, Væ, v) CAxRI— E, 
ÆW G.l(Franke-Selgrade[110]) ğe y Æ gt IN AI Mitt, 
对 某 Cy, 集合 "e 
iR o CDg' Qu) v) M £0) 


120 6， 属 期 就 游 的 牧 定 性 
Ht, V(zo, v) € y xR — E, WW y 的 非 平凡 特征 指数 均 其 负 实 
He, 从 而 y 是 渐 近 稳定 的 . 

| UEM) BÉ Hartman[6, p. 259], Jt aE y, I y HE x HEY 
AAD RE, SOIEAXSAE GRAM Pope, >, 0, 3)7, F 
是 (2o, 9) Cy X PO E, Hh n= (n, yada OT ER", o, ERY, 
由 假设 知 , 集合 CL Dg! (eo) 0) H 1-0) 泡 界 .注意 及 


a (Dg G)) = Dy" (wo) — SAE Gon, E Fee) Fey 


7 Dg G)2— (D9 (20), ==, 0, 1) 
.- Sw, 
Ip hy jo, ,一 lL 为 Dy RINEN mn 元 所 得 的 
C DAHIN. POR, we (I Su]! iso] xis, 

由 Hartman [6, p. 262]. $j. Dg (ax). K (eit, K Ct) 为 局 
Jue, CHOR. FAEH BH ME Q, Wh d—QJ/Q-, J Js Af 
Jordan 标准 型 , 从 而 Dg (29) — KEQ, Dyk a Q-— KER". 
{| Sw eso] JUR Dg Aem jAG-L nD) ZH 
无 界 UO 的 第 3951 G=1, >, n—i) ZR 0) A 
有 4 一 特征 根 oy IRE Roo) <0 Dy Gs) e^ 2E lad 
2—14WE Lo] «LT Jr y 的 周期 )、 S EE sum 


a 


NO RARE. l 
因此 , 由 上 述 引 理工 及 其 推论 可 见 , RR AE (1.1) 的 周期 轨道 
7( 设 其 周期 为 T>0) 潢 足下 列 条 种 ; 


le CD? (zoyi) «1, y, (ae, W) ENa, [ul ~ 
Ju y 是 渐 近 稳定 的 . 
Franke 与 Selgrade[110] 以 方程 


=y, 
RT P NM (6.4) 


6.8 Pohicaié to OE node" un 
Ot ce 0.05) 3 BI, C DE TE CHLOE E38 IR i ge 
之 周期 轨道 是 渐 近 稳定 的 其 恒 概 如 下 ， 

HAH LUO} o" eie 3.2" yr 9 TI ARD ID 
1.01) 《以 原点 为 中 心 ,内 半径 为 0.99, 外 半径 为 1.01) AA -ie 
3L; IPO .99, 1.01) WM IL, 在 (6:4) 的 动力 流 作 必 
F, PAA TOGA BAT U(0.99, 1.01) ZU. SR ELCHE A, th 
MÆ HEM 860 计算 机 上 ,来 用 PL/1 US, x Er Taylor We 
( 步 长 为 0:04,^3& 16 25), PHAR EÙ (0.99, 3.01), 证 实 
2U (0.99, 1.01) ABT PAR TOR A TO. 99, 1. en z 


内; PREP RRA 4r 14 95. $465 
”然后 考虑 (6.4) 派 生 的 RxR* 上 微分 系统 。 -.“” BA 
amy, z 
SER. PET e a š 
y a(1—2?—3?)y— 5, (6.6) 
tev, 


ES $-(—22aay — lyu--a(1— 2 prensa LARA E 
Fp Co, y, u, v) € R'x R* Qr REM (6. 1)» F (6249 WERE. 
HF, y) €U(0.99, 1.01), (s, y, wu, v) € Ne, A (u, = 


2, Borse [e (Dee o (7) <5 
5P. PENAC. simi nar 


6.3 Poincaré 稳定 性 准则 的 推广 z 


Churobill-Selgrade [111] 把 下 列 著名 的 Poincaré 准则 推广 
到 nn 维 情形 : 
Poincaré 准则 i FFP R? 是 On fy Bh, BRI RY 
Æ P BH, A ox 
[avy «o, M S5. 


122 6. NAUES TEE ME 
则 > 是 渐 近 稳定 的 . (参见 Coddington & Levinson [4] , Hale([5] , 
Hartman [6], ) 

25 831/71 RH AL) 及 其 确定 的 动力 流 ot, WR VU, mkv 
BRR, 引入 一 些 记 号 : 

PER’, fiie op) prh Cp, w) ETR"), tic Dg(gw 为 
wit, 这 里 卫 (F 2g SA ORR f ER P3 BU. 用 
TUR) 表示 R* 的 单位 球 从 ， 即 TR) Fe S77 而 TCR) 一 
(p xS", EL 表示 ECT R) 的 正 交 补 从 ， 于 是 可 陈述 E111] 的 
主要 结果 ; 

定理 6.2(Churohill-Selgrade[111]) Wk yccR* Bo BAB 
轨道 令 E-V) E, X T p€v, (p, WER NTR), EERS 
定义 

V(O-7V(p, wt) 

—<F( pst), F(p-)»Quit, wit» — F( pit), wit?, 
车 存在 3<0 REEK, w) slp, w) 70, (p, w) € B^ n 
THR), 使 得 
Vp, €, t)7- VCp, w 0) -- ep, w), Vi<s. (6.0) 
JU y RAAF AE I SR, 从 而 y 是 渐 近 稳定 的 . 
[EY] 广 <0 一 (6.6) 成 立 , 故 往往 先 检查 此 条 件 . 
EZ) VO w, t = | Ge: ep, 其 中 (wi)+ = Cwt) — 


(Quit, FQ) FQ D/GUOG-D, Fad), WEE, pey, Ft) £0, 
& 


Y op, uj o [Fo Pf Quit, wi) - 4E (pda win), 


lio f 
但 
Litt (ott, wi -2 RD ICT 
(uit, unt) EED, ui 
(eren og 


内 上 述 表 孙 式 知 , V9, 
L£3j M»-SmN, 


9.8 Ponctacó 稳定 性 从 期 的 推广 ies 


5 F= [Epe x Core) I? 
Sh x ARR WG RR, 事实 上 , BES 
Y Ge FO tl (PO D, antium [npa x Gard |? 
C^ b= Cab)’ Ja X81), i 


EtA H nea E 0-500507 0 á 

E : VBdiv (PY, cay k 

从 而 VG) - Ve fimm, - oq 
.事实 上 , # 一 2 时 "EM 


VG) (F= Fao)’, 
其 中 Po, um Car De, i-1,2. ERR 


aat E 


Ae aav -Drop | 


pam 


-- BF, 2B 
Lb oe Sy |p ws 
aly Gf. Le 
By 


Pi Fo) 


BCR Fam) [FE wey c S < uL HY, 
dE BP, d€ | OF, dy — an OF, 
w di Gg ae * By a Se Pet Gh, 
iL THB dav GF) Faa Zo * =2 av PV, . 
DEG] new ih, ROMER ORB Poincaré EM, aMSrEINEyOR 
SPR SFO), 2e fU HARI BREA 10, Xit 


vw. ~ fran ese. & 
* Maint (ot [ois T], z 
40, 对 于 14<0, 4$kekQ)-[—2T) 于 是 由 


VOT (eti en 
推出 
VO =y (af are 
VOT rn pA ze yr O) Mati 
34 proc, boron, MPEG. OSE, 由 定理 6 7 Rime MAS 
出 Poincaré dij, san i LINE 
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定理 6.2 TERA RUP 0.2 A5 058 LO 1 (Franke-Selgrade), 
Bj. à 
3 Vb y, Vp, w) ELAR) — E, 集合 (Gon! fico. i 
FE, WU HOARE PURGE TR Mc CS SCR, 从 而 y 是 渐 近 稳定 的 . 

证 明定 理 6.2 的 计划 是 ， 设 法 证 明 条 件 (6.6) — (ei^ i 
ts0) EA, Vin, w) E CR) 一 至. 

定理 6.2 的 证 明 RRA, WREE, v) C EL, 其 中 

Bim Cp, w) ETR) j jw]=t, we BY}, 

理由 是 : EGE Dg'(2p) 作 用 下 是 不 变 集 合 ，Dgt(p) 是 线性 映射 . 任 
R Cp, w) ETy(R") — E, ARR ww ws, w' CES, week, 有 
(wit)? = Cweltt)* + (eog) t = Q^), Bah, BF wo, 


Dg (p)um jw] Dg p) 5. Bt, 38 {lar Do"(p)w)} [tes] 
ER, Vp, w) € Et, 则 {le Dg"(p)ev) | [t<0} ER, Vp, w) € 
TR) - E, 
WE p€y, 有 HLCT,(R) REL, ih A f (6.6), 可 选取 
(p, w) € Et BINOTARL NCE: 及 常数 o> 0, 使 得 
V, 9t) 7V(g, y 0)--e, Vg, y) CN, tes, (6.7) 
另 方面 , 由 于 FCO, su CORRE RN pps) 
JEDE) P—Qa/2, Ve, T€ R(N), — (9.8) 
Rh TRR DRH., EREIN), 著 Sis 使 得 
qL€ H(N), R6. 8) 
LG) [7 LF (q-t)4?— (6/2), (6.9) 
因此 ， 取 (9, y) C Ez, 由 上 面 的 注 2 (REV Cp e O = Cw) i? 
LFCG-0(*) R (6.7) afi 
| Gri I Pg 97 10:0) 4*6 P Cg-0) (9E, 
即 Leys ti FC Dite Dy RQ) He, 
{E is^l— y. 1, 86.8), (6.9) 得 
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Vo: EEG 017 EFC [4-57 | (get) 122-72. 


(6.10) 
Rig, y) € Et, 故 F(g) *0, F(a-0) 40, 从 而 


y:0*[*7-1--e/2| F(g-t) |? 
4 K —-supi| F(2)]*|z€ H (N)) (ATR K —oo, WEN BEN N 


即 可 ), 于 是 
Ii: P7 1 6/2K*25 1, (6.11) 


HP BAG, YEN UK, 
wT ye, MO EP 00. 一 20, ts, 
tnit ts j>l, ER p-t, C H COND, FRE IB (6.11) c 
Gotta I | CGetto Uns PF 
= Certs) E ramt 


- (Ge) or 1Gostà i 
Bb up jm, 2, + 


WIRE Fe, 可 得 
[wita ! P7 Ra 一 Ba 
Bi 8-1, Be Qo) leco 无 界 . 1 


BE. EXEUEUH SI FURRIERS 
(Go: O^ Eo 
无 界 的 另 一 个 充分 条 件 . 
定理 6.3(Churchill-Selgrade [111]) — EE XP 4g (p, w) E 
Ei, 387-0 及 序列 (t3, t,[—9o, 使 得 
QR) [Fo D^ E rta) [1- (5/25 
(Z) V (prt, ui tuat) 7 V (pets, qi 002-8, V (pt, g) € E], 
则 集合 {i wit) *] tO} FER. 
证 明 (pt, y) € EI, 连同 假设 ( 乙 ) 和 注 2 推出 
VG? Gua 800" PLPC pets) © lsat)? 
> 1 g20)* Pla pt 0) 17 +8, 


126 c6. MRE 
即 IO Gnani) PEFO fy) I7 LE Cot 1-8. 
HAR PE CRI E o. E 
VK: Gua SiD PIE pt >E pi) 1*--5/2, 
4 L-supilF GO |*is€ y), 可 得 
LQy: Gua t0)? [77 1--8/25A n1, 
由 Dé 的 线性 性 质 知 ， 


Gr GD): is sy, 


Vy: (a 7 0) I aly) ilg! I2, Ve, y) C Et. 
所 以 ， 


故 


Vott o Pm et): at 
Tus Qr). 
V(0 -V(p, w; 信 还 有 另 一 种 表示 式 、 例 如 , 令 
B= (a, ++, Gq)", 


= (a, a^, 


i 0 1 
7-|[ i ol 
Owes 
VG, 07 Sry JUDA. 


3 2-3 时 , HERE n =E, e-L 
Vp, w1)— -Valy, wit) -Va(p, ws Du ust), 
其 中 Vilp, w; 2) -QQu:t)u, —J(FCp- D), 
Valp, wit) = <(wit)ss, —J CF Cat) a>, 
VaCprwi t) — <(awit)as, —JG'(p-0)?. 
可 计算 出 Va, Vo, Vo WE FARR, C 


6.3 Poincaré 稳定 性 准则 的 推广 Br 
qu SF) OPPs P oes 2rv, 2 


Van 2¥o( Fi + SEs) 4977, Gr top, Oh 


p i, 
Os 
nr) 


= OF, OF, am > i 
Vs av, (ae oe) PaPa SEPP SEs, 


(6.12) 
其 中 OF / Oa, 是 在 p-t ZAR, Vs, fmt, 2, 3 是 下 列 内 积 ; 
Pilit) =J (EPt) Ja), 
Fac Grit), -JGU's0)i, 
= etan —J UP Cpt) a>, 
TH 
P-P HYH 
2F ati) Bat Fy — (Piat Fe) 
APPP] Fat Fa £uFa)  Fucfa 
— QFudFau) FatFn 2(Fwt Fy) 
Pi 
x| Paj, 
En 


Hp Py OF /d0, GE pet b (D. BUE, 若 此 二 次 型 当 pEY 是 
负 定 的 , 则 有 广 <0， 有 从 而 定理 6.22744 (6.6 m 3r, BEDA y 是 渐 
BUN, RAZ, 车 当 pEY M, FARA RY, 则 y 渐 近 稳定 : 
Fut Fun<0, 
4 Fut Fea) (Fut Fs) — (Fasc Psa)? >0, 
dot A<0, 

其 中 作为 上 述 二 次 型 中 的 对 称 阵 , 

动力 系统 (1.1) 的 周期 轨道 的 稳定 性 ,有 时 在 讨论 其 唯一 性 时 
一 齐 解决 , 第 7 章 给 出 具体 例子 ， 此 外 , 还 有 一 种 处 理 周 期 轨道 稳 
定性 的 技术 ， 即 采用 流动 标准 正 交 系 的 方法 .此 方法 在 Urabe 


128 - 6. 周期 轨 六 的 稳定 性 : 
[12, 第 5 章 ] 及 Hale[5, 第 VI 章 ] 都 有 详 述 ,其 中 Hale[5] 所 讲 
的 比 Urabe 更 广泛 些 . 

设 viR > Rr" 是 周期 函数 (周期 为 6>>0),w€E0r(R'), du(8)/ 
d63.0, V6 CF?, u: (0, o) R^ Jy 1-1 BRB. 9 

I-—ischR'Is-—w(0), ETO, w]}, 

JU I 3à— Jordan 曲线 , i T 的 流动 标准 焉 交 系 是 指 , R" 的 标准 
TER MRR lO), e, O), 0€ [0, oj， e, (0) O 的 周期 函数 
《周期 为 @), 而 且 e (0) 4 A — AF du (0) /48] / du (8) /d81, 

有 关 方 法 和 结论 可 参考 Urabe[112] fti Hale(5], 
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7.1.1 一 个 描写 真空 管 振 荡 电 路 的 三 维 动力 系统 的 周期 轨 
道 存在 性 

Friedricohs[89] 在 1946 年 首先 用 环 区 原理 研究 了 守 个 三 维 动 
力 系 统 的 周期 轨道 的 存在 性 问题 、 此 
系统 来 源 于 下 列 振荡 电路 (参考 图 8)， 
其 中 的 三 极 管 特 征 曲 线 由 下 列 关系 给 
zs f 


dam f (ua utis) =f Ê), 
GUB ü—u,-o pus, p 为 放大 系数 ， 有 
at AS E HIC ALIO MEHR KE T RIA I 
(参见 对 方程 (7.2) 中 的 j(s) 的 规定 和 性 质 )， 这 电路 的 微分 方程 
为 
di, di x " 
[Peat Mae nmt 


dá dix = 
di Fug =0, (7.4) 


| Lo -M 
do | Row, d 
E o GE + Rug dO, 
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JAFARA 
6—42M(u—L^M)R, A-L,L—MN?, 
um (p — L*M)us, 
r= (& — LM) Ri, 
s= pvo tus — E, 
I =D Mp LM) RUS ate ba) —f (BDI, 
a—0OL BR’, 
p-4/M(Lu—M), 
WRT DKA 


te) Bp 

IOT" s, 
SF am pus, (7.2) 
du 


a -g tpr. 


其 中 j(s) 满足 下 列 条 件 : 

j(0) =0, 

F> j'()-29 QM [8] 2005 

jG)—j(99) «eo, QM sso); 
IM j(— 9) > — 90 (Nb — 90), 
5b, Opi, a>O, pu[(1—0)2—1]--a(4—1)—0, Bat y= 
FO). 
(0, 0, 0) E (7 .2) B5) 4j R, (7-2) FEMEA URE UOTE OS 


=a rus, 


"ag 


入 =u 


du. 
a us pudor, 


pn (L- p) - 1] --a(u—1) 7 0— 此 线性 方程 的 特征 方程 有 一 负 
特征 根 , 其 余 两 特征 根 具 正 实 部 . 
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”为 了 应 用 环 区 原理 证 明 《7.2) 存 在 周 斯 轨道 , 在 相 空 间 中 神 造 
环 区 -AE, Hp D 为 包含 原点 的 连通 区 城 ，6 是 原点 的 一 
BR, 使 得 (7.2) 所 定义 的 向 量 场 在 满足 定理 3.1 的 条 件 ， 区 
1D Wy AMIE, D— V) a Vk, OCs RAR, ET, 
“便门 "和 "也 口 "。 《7.2) REZE ETT R O a E HU M 
Inte, 在 “出 可 ”处 则 指向 Ext%%, 而 且 自 " 正 站 ”或 " 钢 站 ”出 发 的 
AME ML, HUM Vil i nt Ca 的 "正门 
Cr n^ ?就 是 Fa BE €. in E? v EM 
3G CMOS Gi 的“ 正门”? 一致， EME BER C72) nii 
RE (HIE WA, Friedrichs [30] 说 ,他 是 在 仔细 研究 了 该 向 
量 场 的 一 个 硬 纸 模 型 后 完成 上 述 构造 的 . 


V I Hiit T 
先 作 若干 准备 工作 ， 令 “je) n, 显然 它 满足 器 一 pw. 又 
令 hu, 2) cnt, HT n — mpu(u $6). BGB 


满足 的 条 件 知 , 可 选取 党 数 了 >0, 使 得 j(s) «J, VER, j'G)« 
K,vseis|Kis|J3. EUR I S>, E 2059 — (89770, 
[A(5o, 2) —eJ?]*7-2J, [ACs 20) — eJ HY (977, esi ch 
GF, [h(so, %) —eJ*] ?— (14-2) RL, 最 未 的 不 等 式 对 于 V 
的 构造 起 决定 作用 . 

考虑 方程 

: Au, u—$() —hGo, 29), 
其 中 Also, zm) AT, [also zo) o7] 7), SORS UG) 
BUE uU (s), 3 uz-J 时, 此 方程 左 方 对 每 个 固定 的 s, Heu d 
WAM, 又 因 

AS, Sj SBT, 24) «hU, lso, 20) oF?) 72) 

; 一 Meo z0), 

BAES, BEM UU, >. 了。 BF u-j@>o, 学 的 
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0, B 0-< SU ajo), t a B, Meo t) mh, 
a), BoU). XT, U (om Ks cU, G), HO<Ks 
<J; FOE, VELIK obo R0 Ou po 
MUD 2K, YsE GSC Isl or). BREACH I s 使 得 

Ks, =U, (s) 
BR, 0<s, <s H K56U (5) QA 52. 

AMAL UG) 一 J 及 常数 s-, 用 -和 及 一 了 代 
ELBA oR. 

以 下 给 出 GE. 

ALA LS" DEG, 从 平面 上 ); 参见 图 9. c (s, 
u|- soss; uU), sE [—s, 0]; sxu<U,(s), «€ 
[0, sel} .进一步 定义 s GG, BA IO on & m so, 
4) oT, zoso j (80): 


4 


Ae 
«(s v, DNs, WD EM -Zeja us ue 1, JI: 
pU, Z) os?) coe Cn) — tt, vEt, T9. 
EE, Bune, WH Doo, Haru WA TG >0 CWE 
PERA (Gs 0, 2) | eec, pap PTT 
集合 (n, u, DIG, WER, wor, KscumDji 061 的 其 余部 分 
就 是 :的 “侧门 ” 
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Rud, 模仿 上 法 , 定义 Se, 
€. REAME. Co WIRE 为 (参考 图 0), 


Bm 10 


Ba (s, u) |s€ (0, so}; Ou Ks, s€ [0, s+]; 
OsusU.,(s), s€ [s+, sol}. 
Ca {(s, u, 2) | (5, w) E Ba, 
jO) —ue A, Z-as), uJ, 
j( -u«s«Z— ou, uc (0, J]). 

A Ca Bake, HMO; Ca MEV ARE o u, n) ur, 
(s, uw) € "a, s—us0), ES €, MU IB TT HA, s RET 
((, u, 7) |u=0, 0«s«s, JOSIZ, ES MEINE 
de. PCa 的 其 余部 分 是 Co 的 “侧门 ”. 

当 w<0 峙 ， 仿 上 法 ， 定 义 多。 名 的“ 出口 "就 是 名 4 的 “ 正 
门 ” V, I8 «B TU GE RE V. 的 “正门 ”; 于 是 C, k=l, 2, 3, 4 共同 
组 成 区 域 多 。 从 E 的 “正门 ”出 发 的 任 一 轨道 ， 在 多 9355 R8, 
必 重 返 V. 的 “正门 ” 

现 来 构造 原点 的 一 邻 域 ZE， 使 i DO 满足 环 区 原理 的 条 
f". 3 
注意 及 ON (G, u, 7) |sgns— —sgnu-sgneyo9, B 2 fir 
二 其 侠 六 个 卦 限 内 ， 将 急 除 一 个 连接 (Gn, u, 1) 19270, w<0, r> 
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0) 5(G, u, r)|s«0, w>0, r«0) 的 管 形 区 域 ,使 多 变 为 环 区 . 


(7.2) 在 (0, 0, 0) 的 线性 化 方程 , 可 经 满 秩 线 性 变换 化 为 
derat dE db ambe, 

VES das 

a8 


Tr 


dg 十 matea 一 0 
EPRE aza, 或 5 一 0 当 plp) 1] (2771) 720 B, 
4i, da, >O; HR a= 0, co 0 HE ((s, u, 7) [gna —sgnu 
—sgny). SERRE oter, v>, RMA ei—0, 
wg 一 0， 可 选取 2 充分 小 ,使 此 锥 面 属 于 {Cs, v, r) |sgns~ —sgnu 
一 sn 人。 又 考虑 单 叶 双 曲面 n -H-a3— vao Quo 0, BY BERK Qo Fi 
分 小 , 使 此 单 叶 双 上 曲面 在 ((s, v, m) |sgn s —sgnu-sgnr) 以 外 
的 部 分 全 属于 [sj 和 as， 其 中 将 在 下 面 确定 。， 此 单 叶 双 曲面 在 
银 中 切 去 原点 的 一 邻 域 2, 7 — 9A 是 一 环 区 ，2 也 落 在 lo] 
< 内， 可 以 选 下 使 得 s lalara >O, Vee [一 ss 
好、 于 是 .满足 环 区 原理 的 条 件 ， 从 而 织 证 系统 (7 .2 在 97 P 
存在 周期 轨道 . 

RLR, AFA . 

命题 ?.1(Friedriohs) 设 系 统 (7.2) 注 足下 列 杂 件 ; 

C12 AO 一 0 (8) > 0; j (8) 0(|a]>00), jelo) 

<00(s-s00); j(s)—j(— 02) > — o(s- 0); 

(ii) O<p<t, a0; 

GU) pn[(L—p)n—-1] -a(2—1)70, Hh n=7'O), 
.出 系统 (7.2) 至 少 存在 一 周期 轨道 . 

7.1.2 S-THEAS ERR RRN ERAH RS HM 
孝道 存在 性 与 唯一 性 - 

Rauoh [31] BESET 33 —4- Ee Hs B CH] 地 ) 的 微分 方程 
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de 4 9 (4), p (0) -0, 
qn )70. gamp 0) 7-0, 


的 《非常 数 ) 周 期 解 的 存在 性 . 
可 列 出 此 电路 的 微分 方程 : 


di 1 ; Os\> 2 
d 79 leod A+ B)i-a], 
de 1 Ar id 

ae ~~ o, Pd) ta), 

diy, 


a -46 + Riz), 


引入 无 量 纲 之 景 2 zx, 使 

i= 1%, o-Rly, i=l, 

定义 prt) - If (2), 

RNA [S [<t FO —0, of (2) 2-0, f (0) 785. 
TJEBI PCR E jg f) Jy REOS 


[zm 70; [re - (ge 一 z} 


CEOE (7.8) 


FEM 


` Rauoh[81].35 Hl P X IRI T 
MT. Rauch) (7.3) WE FAR: 
(1) 9,7G, 其 中 


186 how” 


Sag Te E)- Ie xpi 


“oR, A 
(ij edet, 这 电 m =S è) ES 

= HOR 50,24 4%, 
m 1 30; | crx o Gs vd : 


Qv) f (007-0 EEG (0) rg), cf G2) PY, fe) BA 
WC. RMR, 0070 

证 明 的 方法 是 ， 分 三 步 作出 一 个 符合 环 区 原理 的 条 件 的 
环 ， 第 一 步 , 作 一 个 顶点 在 原点 的 对 称 圆锥 作为 此 环 域 的 侧面, 其 
方程 为 me "EN Ces 


yz AE Lr 
TIT Pre pee 
E | (BAIE 12. 第 二 步 ， 
学 
FT NK 取 闭 曲面 
人 zz-0. Ar RC, p= ORY 
+0:(Ry+ re)?’ 
+ Lo, 


其 中 2p 为 参数 ; 只 要 取 
PEEK, (7.8) 在 此 曲 
T8 E80 LCS 29 38 f i 
面 内 部 ,: CRT C UC 
面 为 环 域 的 外 界 : 第 
moe | Sh, 类似 于 命题 7.1 

CEriedrichs) 的 方法 ,在 原点 邻 域 取 一 柱 面 把 原点 裁 去 , 所 求 之 环 
REPR. HESS HL BIRETE. 

HICH [104] HEX) Rauch 方程 的 特点 ， 设 计 出 证 明 周 期 轨道 

唯一 性 的 方法 ， 这 方法 的 特点 是 : 在 一 定 条 件 下 , 把 三 阶 方程 因 式 
分 和 为 一 个 一 入 线性 方程 和 一 小 二 入 非 级 性 方程 ， 然 后 届 - 阶 强 
迫 振 动 系统 的 结论 来 研究 空间 周期 解 * 

改写 Rauch 方程 (7.8) 为 "UR x 
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dz E A dgio). dx: 
Ge tM er faa Q2 SG hy 800 (Bey 


MOLD : E (1.8 
其 由 E, 而, CP WHE JO IRR, SEXO 


d _ a 
ue ue 


$ 


D= 


SCT 8) Z2 2p WE L8 A 


date) ( da di 
de (Ge) toe 


pe 
bog dt 


= [WsD + ape Fs Dal 2g (a) ~ kaj DEL 
t(&-- E +t) D'a, (7.4) 
HTH Bak ROLE 
引 理 d OR EH L1041) 设 ] 
k- $ += (7.8) 
网 方程 C7 3") Ep E 个 二 阶 非 线性 方 
* : 2E 
HE D+ (g(a) — k} D-F1]s- U, : (7.6) 
s 


及 
[5,0--1]U =0, (7.7) 


> ERAT NURS | oe 
U(t) = U (O)oxp(— t/y) = espt- HM ,7.8) 
因 紫 可 把 (7.3.7 的 研究 化 为 二 阶 非 线性 系统 强迫 振动 时 的 情形 , 
Lr pr - $ 
[E D+ Ag) ~k} D+ 1 |e O expl— Uh) 
的 研究 , 这里. RESER. A oe, ORT UGG URS R 
的 理论 来 研究 空间 周期 解 ， 
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于 是 有 
ORR 7.3( 32 GHG (104)) 设 方程 (7.3") 满 足 
- (1) 分 解 条 件 (7.5)， 
Gi) 二 阶 非 线性 方程 
H D*+ {g(2)—k}D+1]e=0, k0, k>0, (7.9) 


存在 唯一 的 局 期 解 , 则 人 .3 存在 瞧 一 的 局 期 解 . 

证 明 在 他. 四 的 条 件 下 ， 可 把 人 7.37) 分 解 为 (7.6) 及 (7 .7). 
如 果 (7-9) 有 周期 解 

w=x(t), 

DUCT 8) R (T.T BA, 从 而 (7.3") 也 有 周期 解 
w(t), 
存在 性 遂 得 证 . 

至 于 唯一 性 , VE CTS ) AR m 0), UR CT .6) BE HE E d 
U(t) PEAR, (FL C08, UMA t RAMA, RE 
U(0)—0, 从 而 


U(t 0, 
由 此 看 出 oG) DRE TRE (C .9). 由 假设 (i), (7.9) 的 周期 解 是 唯 
一 的 ,所 以 《7.8”) 的 周期 解 也 是 唯一 的 .。 - 1 


此 外 ， 素 元 助 [LL04] 还 讨论 了 此 周期 轨道 的 稳定 性 ， 详 见 
[104]. 
7.1.3 一 个 描写 晶体 管 振荡 电路 的 三 维 动力 系统 的 周 期 轨 
道 存在 性 
李 炳 绍 [82] 用 环 区 厌 理 讨论 了 下 列 非 线性 电路 的 微分 方程 的 
周期 轨道 的 存在 性 (参考 图 18)。 RR, AAR AO AE GE Bh Se 
vf (9s 
A 4/ (aitaita), 0, 
$/ (oil? — 9364-03), (<0, 


»-o- 
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fc9--f9 


图 13 
JEdioQ0, oy>0, o0, oíi—4oi7:«0, f(à)—0 有 了 叭 一 实 根 
d—0; Uf (2770, i90; f(D 在 +Vos/or ERMA, SO MABE 
à € (09/03, 9 | os/o1) B 4€ (-2V Eon — Vood 各 有 一 
BAS lim f@ =O, 


描写 此 电路 的 微分 方程 为 
lai l,i pepi, 1 pf di 
R mrga Oler (4) ue 
dde d iUis WU. ys 
"Uz/Xaptongpua oL! ORL ORT, S È 
-0, 
we IO S, pr T, to, R>0, 7T>0 o>0, 
Eo 为 电路 参数 . S 
设 方程 


"RP-EVf)-0 
THESE mse 这 时 ze<0),- 并 引入 下 列 记 导 。，、: - 
a=1/l, b—R/L, a= RP/L—i/OL, B—-1/0L, v=i— so, 
Fa) R(sz9)-— E-Mf(pm),o oc 
则 上 述 三 阶 方程 可 改写 成 等 价 系统 
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| Şo- —aF (v) —az, 
(Mu EB pq) (7.10) 
dz - 一 —bz 
|e by — bz 
车 用 原来 参数 表示 , (7 .10) 呈 下 列 形式 : 
[a-re 
Ee due aa 
d Rk, RA, ~ 
ta EY p^ 
KPa, y, :的 物理 意义 为 
m=i To, 
y—-Ri—u-— E, 
em — Rir, 
运用 环 区 原理 , 可 以 证 内 


命题 7.&([82]) 设 下 列 条 件 成 立 ; 
(i) Hz— E--f(c)-—0'cfnk— 3:48 zo, H. 
Jo <l- ROHO c ENG VLLS 45 L0), 
(ii) max(60L, 6L/O, 8120) -- E? Sl. 0, 

则 系统 (7 .14) 存 在 周期 轨道 . 
证 明 方法 雷同 于 正明 命题 7.E 和 7.2, 详 见 [32] . 1 


7.2 力学 及 自动 控制 方面 的 应 用 
7.8.4 一 个 非 线性 力学 中 的 三 维 动力 系统 的 周期 轨道 存在 
性 


Mulholland[88] 研究 了 三 阶 非 线 性 方程 
E+ F (e+ F(r)at+a—0, 
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其 中 Fir)=1-ef(7), 
f(r) 1-97, 
when (02 十 (的 24 E), 
s>0 为 小 参数 . 
当 e=0 时 ,此 方程 是 线性 的 , 具有 周期 解 w= cos (1-1-9), 若 e40, 
可 运用 环 区 原理 研究 周期 解 的 存在 性 、 为 此 , 令 y micE, 上述 
方程 化 为 等 价 系统 
z—, 
| gs, _ Q2) 


a= F(r)ycm-m, 
Bp rer ty +27, 
先 讨 论 系 统 (7.13) 的 奇 点 . 
显然 (0, 0, 0) 是 (7.12) 的 唯一 奇 点 ，(7.12) 在 (0, 0, 9) 的 线 


性 化 方程 为 ， 
cy, 
fiz 
[2=— (1—8) (y+2) —2, 
I^ 一 二 0 
0 A -i |~0, 
ji 4-89 A+(~s) 


三 个 特征 根 为 : ja 一 一 二 Asa s/3 [I (0/2), 1405s 
2 时 ，Re(2.s) >0, 原点 为 鞍 焦 点 ; 当 o> 2A, AR VOS SUR, 一 
正 两 负 ， 原 点 为 鞍点 。 和)a= 一 工 的 主 方向 与 直线 3 一 一 or 200 
f. 

以 下 , EIE BIA AERE CA JO AO. 

JC FAD AN AEE T6] 9 WS 80 32 fA IG PR. 

(PIN) Sala, y, 2) = (2 (yta) a, a0: 

OHA) Sika, y, 2) 7 (y+2)*+ (y+) =a, 05770. 


142 k TE A 
它们 均 以 直线 %g 一 一 oz 一 “为 主轴 ， 作 正 交 变 换 


a7 rove 1 pré 
| -75 9 2 -v3 "| 
z | -s8 15 X2] t| 


使 得了 MTR y o, sr 重合 ,于是 上 述 柱 而 的 方程 变 为 
TB behy 65 
[A BUE ISP RE A boh 
的 旋转 ， 故 由 新 方程 在 
出 这 两 柱 面 是 播 阅 桩 
iii, Bee, RE Be 
A8. EE, ny OS 
考虑 馆 面 
PC A ent, 
Jom, Jud 
(o, y, 2) 2: BLU ORE 
Sal%, y, 2) —0, 
其 中 SG, y, 2) = + 
mue D+ qe a 
y+)", SERED EEG AHRE Se RP CLERI 
10. 余下 要 证 的 是 此 环 区 满足 环 区 原理 的 条 件 。 取 柱 面 S (w， 


9, 2 cd IARE IE ma (3) (088, Bs, 959), 考虑 内 积 


Gu, V) —ini|*|v|cos pi, 
Jt v (2, 9, DR CT 12) Hy Mae HT HR, pa 为 v 
来 角 ; m (7.12) np 48 
cospı= (8/ || Tv) Q.— 79) (y+). 
HOY ys —2, cospi>0 QA r1), cosp1<0 QH r7 1). ET y= 
-2 HRE, 分 析 如 下 ; 注意 及 
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和 
HH comps 之 表达 式 知 ， 对 基 4 一 (使 得 y(to) = Cto) 40, ra 
和， 可 以 证 天 ,在 本 加 Det o, $5.0, xci Sof S. SF 
ifi y 一 :的 交 线 处 , 这 些 交 线 的 方程 是 


y--z, 
ps tay, k=}, 2, 
Bb, 4 k= 1 时 , (7.12) AE RA ER 
SER), 当 * 一 2 时 , 则 进入 柱 面 只。 当 au O 时 ， 这 两 交 
线 均 不 是 (7.12) 的 轨道 ， 所 以 沿 (7.12) 的 任 一 轨道 ，o0s px 一 0e> 
ad, 

IER, RA SE, FEE BM AEE Sile, y, 2) 
=a, CARR r =L ZA, 使 得 (7.12) H EEE E A 
PAG y= 一 2 ze BRAD) RU HE AE, EE EA 
柱 面 外 部 ; 同时 存在 一 段 柱 面 Sz(o, y, 2) =a, CERAR 
完全 包含 在 内 , 使 得 (7.12》 自 此 柱 面 外 出 发 的 轨道 (轨道 V= — 2, 
Romo Bb) Sat Ag HE Oa HH BC; 必 穿 过 柱 面 进入 其 内 部 . 

TBEM Se, v, 2-0 i m (2 (0. Be, 
289), teet 
(fa, €) = [n] «|| cosa, 

可 得 
cos pa= [1 — F (7)] (y+2)°/ [f| [v| 
+(m?/3|na| + |01) (@~ytz)? 
+ (m3/8|n|- |vD Fr) (y +z) (2-942. 
HERR r>isl-F(r)<0, Wo 
| LL— F(r)] ytz)" + (8/8) F (n) Qu 4-2) @— y +z) | 
<(m?/8) (z— y-- 2*, () 
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co89,7-0, (AE, 11 一 了 (7) [6 (Lo 09). Bot, San, y, 2) 007 
Ig-z| x (m/8) jz 一 多 Hz Vio, y, 2) € Int (s, y, Dida, v. 
z)-—09) W etr) 4+ On/ B) tater] do (0. Ar 
SOMMERS, CFJEUERIAEQ, OFM ZAK m HF 
式 控制 ( 当 e (Lor 7 BY). 


y insite 
mi 8 Ry 


所 以 , 4 e<GlarD 5 WE, conquD O0, 即 是 说 ， 当 e 充分 小 时 ,可 
选取 az 1 BOB ojo bi— 5, 其 中 al/b.— m. AA, Pm eT 
RREZ BM, BD ofa bisi, ai/bi— m. KERER. 

… 利用 方程 人 7.12)》， 可 证 (7.19) 的 轨道 在 上 述 环 区 内 绕 轴 线 
moz 4 一 一 2 旋转 。 于 是 由 环 区 原 再 推 得 \ 非 奇 点 ) 属 期 轨道 的 存 
在 性 . 

总 结 上 述 , 有 
请 旺 9-5(Moliholland[383) 3 e 充分 小 时 ， 系 统 (7 .42) 存 
cm mut, 
7.22 一 类 非 线性 反馈 控制 系 镇 的 周期 轨道 存在 性 
aac Noldus[84] 用 环 区 原理 研 
ES 5 RY PAA, PREKARA 
ASU, IEA Aa 
Fe rE OE OO BR ARIA 
结果 :假设 此 系统 的 线性 部 分 的 
传递 函数 五 (9 是 有 理 函 数 , BILE G9) — G(s) /p(s), 其 中 gl), p(s) 
是 s 的 多 项 式 , 彼此 互 质 , 而 和 县 doglp(s)]>deg(e(s)]; f(g) BH 
分 光滑 网 非 线 性 函数 ， 足 以 保证 系统 的 方程 的 解 存 在 唯一 ， 另 外 
f(0)—0, EO yng), 则 描写 此 系统 的 nn 阶 敏和 分 方程 为 
pQD)zt f (q(D)2) 0, D=d/dt, (1.13) 
(7.13) 可 改写 成 下 列 形 式 : 


图 15 
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t= Asz— bf (orw), (7.14) 
JU nn B A, 向 最 b, 是 这 样 选 取 , 使 得 
c" (51 — 4) 73b H (s), z—2Àj(DI — A) -bz C Ri, 
司 时 假设 系统 (7.14) 在 相 空 间 中 仅 有 一 个 奇 点 2 一 0. 
Noldus 采用 Jlanyson 函数 来 定义 环 区 的 边界 , 其 基本 思想 在 
3.1 pam AR E. 
以 下 分 别 证 明 四 条 引 理 , 引 理 1-8 解决 环 区 的 边界 条 件 , 引 理 
4 解决 (7.14) 的 轨道 在 环 区 内 旋转 的 条 件 、 当 这 四 条 引 理 的 条 件 
均 满 足 时 , 环 区 原理 的 条 件 倒 全 部 成 立 . 
3381 4S5.(2)-—i»€R"|B(2) =a" Br R?<0, BER, 
B= B> OY, RBG) IRORA US RE, vu RU 
且 对 某 两 常数 ka, ka, kr? <u (u) «Jaw, YuCR'S (it) 4 Guals) 


-IETS Go) e BUCHEN Ro(s) <0 内 ; 而 且 
Re(Gio(io)) >0, YoER, i — Bie) <0, Vz€ 8S,(o), 
证 明 ”不 失 一 般 性 , RAO, FER 
-$ B(z) =s" (BA-- ATB)e— (2Bb — c)" eh (oo) 
— kgh (ex) — 2 (Bb) Taf f (Fe) 一 h(cTa)] —Ag(e7x), 
(7.15) 
HP Aa (u) =A (u) [u— kzhk(u)]>0, VuC RP, WA 
= B(a) = - ("v ky !h (o2) P — 6a" Dy 
一 20Bb)7z[7Coro) 一 Aero)] 一 (erz)， (7.10) 
其 中 eD-5D'—0, DER, 由 (7.46)，(7.16) 得 到 一 矩阵 方 
Fi, Hi Kalman 主要 引 理 ， 当 条 件 SOREN, 可 解 出 9 Te B= BT 
70, (Y.16) BR, 当 R EHAKE, HE 2. BG) «0, VEES). 
3 
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[ik] Kalman 主要 引 理 (Kahman[164D" Cb yc RP, g, cER", 
FER, diy0, FRE, (Fg) 完 全 可 控 , 则 存在 gE R", P=PT oO, P 
eR 满足 方程 

F'P4PF--—qq, 
Pg-c- ya, 
IFES ER FE 
(8/2)y+ Repo" (iol —9)71g)20, Yor RY 
EREEREER MB Re) <0, (本 9) 完全 可 控 等 价 于 下 列 
ORG: 
7 (i) det[g, Fg, +, Fr ig]#0; 

(ii) a"[exp Ft]g-0, Vie Fit-—0, 

RELA ES RUNE, ASH Brockett(155], 


338 2. 假设 人 ) 对 某 两 常数 bs, ka EP eu f (u) ka’, Vu 
ERS (D) 系统 (7.14) 在 原点 之 线性 化 方程 o LA f O) bo" 
H na Co om en) 个 特征 值 位 在 Re(s) > 0 这 半 平 面 ， 而 其 余 均 在 
Re(s) < —d«0, (i) 对 菜 常 数 7, 0<r <d, 


1+hH (Go—r) 
TERA Gor) 


则 存在 集合 Sr) = {2 ERY (x) =a Vax, VK VTER™ 及 
Sc(2) = (€ R^ LC (2) ~210a,—5’<0, O=OT>0, “| = | P 
ER}, fifi T (2) - Ss (e) N Sr (e) NSARE, RO.145 
B OF (z) N 88y (x) R 0T (v) N Iole) Hi BG PL FI BEA 
Int [T (2)]. 

TER ”不 失 一 般 性 ,可 设 ia 一 0,， 我们 有 


Re[G, (io r)] ~ Re[ ]>0, vocera, 


E V (2) -2rV (2) =a” (V CA--72) + (A--12)7F e 


— (2V b ~0) Taf (ote) — bz f? (oT) — A (oa), (7.17) 
Fp lu) =f (u) u- E! FW) 1 >0, WER, 535 T, > 


> 这 里 只 引用 了 Kalman 主要 引 理 的 的 半 部 分 


T3 力学 及 自动 控制 方面 的 应 用 us 
-2 V (2) -2cV (x) = — [g"0 4- b; "f (Pa) — ea" De 


一 和 r(cra) 。 (7.18) 
由 (7.27),，(7.18) 得 到 矩阵 方程 
{ VCA-- 72) + CA-Er1)"V — —q97— 8D, 
2y5-—o—2kR,'7?4. 
Hi Kalman EREA, 352p (iD IE SL 及 Kroneoker Fi 762 
(A702) + (AT-Er1)G0I dESSE BI, Zr RO. 19) 8 fa RV — 
V7, 由 于 7 是 自由 参数 , 可 控制 + 使 Kronecker MEA H. 
其 次 , 4 f Q0 hot fiQn, ho 一 了 (0)， 于 是 系统 (7.14) 可 
改写 成 


(7.19) 


g= Aw — bf (02), 
其 中 Am A— kobe”, fP (O) =0, ArtrI 是 不 稳定 的 ， 连 同 条 御 
Gi) PRET. A--vI 亦 是 不 稳定 的 , HRV RES. REBAR 
把 Aa V, ba GR, 


s-| if | -~| A | eR, 
be S. 
其 中 An A ni RETE Rel) 70 Wi, An 具有 As RE 
值 . (7.19) 
e" [V (Ai - r2) + CA, o2)" Y] 
= — a" (Q+ kokz 2c) (q +kohs! 26)? a — ea" Da 
— ko (1— kok") ai" com 

= —a" Sz, So $50, 

在 此 式 中 令 器 0, 得 
VaCAu-tvI) + Chas 0T)" V am — Sos, So: 812770, . 

Ait 71 WARE VITE Re(s) «n d-0, Wb, V>, BEER 
VORTER : 
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V (a) ~~ aT Qn + S of, 
其 中 zi( 当 好 = 人 是 mm 的 各 分 量 的 线性 组 合 。 定 义 集合 
So(«) = {2 € R^ | O(a) a10«, — 59220, O=O7>0， 
O Asi- AO — I), 
BiB cE OT () NASE), 则 模 lol 之 大 小 相当 于 .s 级 .还 有 
OW =a] (Cn, AT,O) ms — 2 (Obs) a filet), 
其 中 , 34 O(2) 70 X eC T (2), 第 -项 是 正 的 , 其 数量 级 为 中 Wi 
第 二 项 的 数量 级 为 ss， 因 为 (0) -0， 因 此， 当 e 充分 小 时 ， 
foe) <0, simu. “4 
引 理 3 当 m~2, WE T (o) ip EI MAR” S, SQ) = 
SU 
证 明 Cu me, BM 2 的 条 件 C30 9 系统 (7.14) 的 一 切线 
性 化 方程 o= CA bbcT)s, bebe, 在 Re(s) > 一 内 恰 有 两 个 
HEM BZ, (7.18) PS f Qn) = but falu), basta, 可 


得 
Pu (D)pa (D)2- fela (D)2) —0, 


Hop pa (8) 在 Re(s)> — r 有 两 零点 , Pal) fe Rots) <- rfi (n— 
2 个 零点 ， 如 用 向 量 形式 , 上 方程 可 由 为 
a= (A— kbeT) m — bf. (c^) , 
作 线 性 变换 m— 了 GE， 可 改写 这 方程 为 
B= Aye ~ by fu (8B), 
ve er Ll Hem 
det(sZ — Ain) —pa(s), det(sI — Ara) = Prats). 


ETT 4s-| S ces ZEH) &-[z] 
1 bes 


—89 -al 
使 得 Sa[100--Ojadj(DI- Ay) -baz = pma D)z, 


7.8 DRAB ath atA 1a9 
Zu Dps(D)z, 
于 是 有 : 
e" [V (A — bebe? 4-71) + (A — hbe" rr) V a= —a^ Sa, 
或 
E" [P CA,-- 7D) + CA - 027 P] — — E82, S,— 12-0, 
REAR Sy (x) e gi 
Sy (a) 一 (lac kn | arf" — SES «0, Q,- Qr 0), 
"82,50, HE Z BIA MAA MTER T (a) Zh, dk 
HERG Ve) = (zehn, eim Ue) DT Gn) $9. E 
F(a) ={a@ER* £4,—0, £1420}, 
S (a) =T (a) 1) E (9) = Sa) N Sy Cw) N Sole), 
其 中 
Sy (a) = Sy (0) FG) — fe €no|£, 0, £420, 


<o}. 
可 以 证 明 S.C EBR, WESE) SFA R HE: Sale) = 
Sala) N Sx (æ) o € ^| £0). 1 

384 设 (Ddeg[9 C9)]<<n 一 2; (1) 对 某 LE [ka kal, X 
Lala) /ms (8) 080) +g), Xr 8(1) H 0 A, a0, g(t) 
20, VLCR* (sk a0, g(t) «0, VEERE), W Vas S (a), (7.14) 
的 轨道 工 (wo) 在 T(z) 内 旋转 并 返回 S (2), BAA C7 140 RO Sci 
可 定义 同 胚 映射 A, S (2) (2), 

证 明 从 上 略 ( 参 见 [84], p. 383)。 

总 结 上 述 , 有 

命题 7.6 (Noldus) d$3| m 1—4 ty EL, MONGE 
(C38) 有 非常 数 局 期 解 . 

文 [aq] 还 给 此 命题 的 诸 条 件 以 几何 解释 ， 所 用 语言 为 该 系统 
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的 线性 部 分 的 频率 响应 和 根 轨迹 图 .。 Noldus 这 工作 的 优点 是 首 
创 用 频 域 方法 处 理 动 力 系 统 周 期 轨道 存在 问题 ， 缺 点 是 条 件 过 于 
繁复 ,特别 是 引 理 4 的 条 件 。 此 外 , Noldus(35, 381 讨论 了 类 似 问 
题 , 方法 大 园 小 异 . 

JeonoB[37], Aeonos 及 Bypgaa[38] 研 究 了 类 似 的 问题 , [38] 
证 明了 下 列 命题 : 

命题 7.7 (Jeonos, Bypxug) HORA 

a= Avi+bp(cw), ACR”, b, cCR^, czEF (7.20) 
是 新 散 系统 ， 3 3B>0, 使 得 Tmax, a) ]--B, Ve ER"， 基 中 
m(t, zo) 为 系统 (7.20) 满 足 (0, vo) 一 zo 的 解 ; 

CH) A+ p (0) b 有 两 特征 值 位 在 Re(s)<—~s0(s9>0), 其 
RAPER LIE RRB, (0) —0, kı<p (0) «Es, kip (0) ka, 
Vo € RI, 其 中 可 能 如 = 吕 或 有 一 一 o0， 

Git) 对 某 和 AE [0, eo], Yo>0, 有 下 询 不 等 式 ; 

34 ky — 00, hy co, 

Re[12-kjH (&o — X)) [1-- EH (ico — 2) "0, 
24 ky — oo, katoo, 
— Re(H (io—A)] [14-£H (6 — 4) 1*0; 
24 kt — co, by co, 
Re[1-- EH (ico- -X) JLH ($e --a)] "0; 
这 里 五 (9) 一 c (A 31) b; 
Gv) m3 H(0)—0, 或 者 
E lkn kal, — M Ro — 00, katoo; 
= nor €(- eo, kal, M kim —oo, karoo; 
€ Uk, co), — M b —00, k co, 
BU A BE C720) FF TE FM Dil 
[38] 指出 命题 7.7 能 处 理 [84，35，36，3] 所 不 能 处 理 的 系 
&. : 
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Smith[17] 之 定理 2(p. 78), 14 c—s—1 BÍ, 本 质 上 与 上 命题 
相同, 不 过 命题 7.7 用 较 强 的 条 件 代 珍 了 Smith 的 定理 2 的 条 件 
人 GD， 而 且 用 频 域 语言 类 述 条 件 (ii)， 但 对 命题 7.7 而 言 , 7 一 1 是 
很 要 紧 的 条 件 ， 因此 , 我 们 不 对 命题 7.7 作 进一步 讨论 .Smnith 
的 定理 2017] 已 在 前 面 3.2 里 讨论 过 (定理 3.2). 

KawaqgHa[39] 研究 了 下 列 系统 的 周期 轨道 的 存在 性 和 唯一 
TE, 工具 仍 是 下 区 原理 : 

&— Az+ Bf (o), 
JtUbscR" ACR, BER", c—D's, OFDER*, TERR 
了 (0) 由 下 式 给 出 : 
m, e €(— co, la), 


Moe ca. 2), 
其 中 m «0 «ma, 1,<0<le, 
[59] FH SER GHEE BT, 4 的 一 切 特征 根 a 满足 Re (24) <0, 
jü BH. — D'A3Bm,—Lh, — D"A Bm <lh, WW ERB RATE 
周期 轨道 . [39] 进 一 步 利 用 此 系统 之 特点 , 证 明了 : 当 系 统 还 满足 


条 件 
Jack! cx0， 使 ATD—aD, 


册 此 系统 之 周期 轨道 是 唯一 的 . 

这 种 具 回潮 曲线 的 系统 在 船舶 控制 中 有 用 。 

"Williamson[40, 41) 运用 环 区 原理 ,在 频 域 范围 内 探讨 了 一 
类 动力 系统 (类 似 于 Noldus[834~86]) 的 周期 轨道 存在 性 , 但 条 件 
HARM, 不 便于 应 用 . 


7.3. 原子 物理 学 方面 的 应 用 


7.9.1 描写 核 自 旋 发 生 器 的 三 维 动力 系统 的 周期 轨道 存在 
性 、 叭 一 性 和 稳定 性 
Shorman [42] 运用 环 区 原理 研究 了 下 列 三 维 动力 系统 的 周 


B2 - -9 应 m 
期 轨道 的 存在 性 : 


c= — Bat y, = 
f ~a~ By - kz), (7.24) 
à i—B[e(1—2) — ky"), : 

其 中 8-0, Bard, k>0, 此 方程 措 写 一 个 典型 的 核 自 旋 发 生 圳 
(nuclear spin generator) MFA. A AA RR, APE dh 
Bohnielzer[156] 提出 , 实质 上 是 一 个 利用 核磁 共振 现象 的 高 频 振 
功 器 . 有 关 这 方面 的 原理 , 在 Abragram[187] 中 有 精辟 的 总 结 。 
有 关 此 方程 的 建立 步 又 , 参考 Sherman[42] 的 第 二 节 . 

Shermanr42] 不 但 用 环 反 原理 证 明了 系统 (7. 纪 ) 存 在 周期 轨 
it, MBAH Borg 的 方法 证 明了 此 系统 的 局 期 软 道 是 唯一 .的 和 
Roem, 

为 了 运用 环 区 原理 ， 先 讨论 系统 的 奇 点 、 当 Bato, (7.21) 
有 唯一 奇 点 % 一 y 一 0, 2-1, 这 是 叭 一 有 物理 意义 的 奇 点 ， 令 2 二 
Las, 可 改写 (7.23) 为 


X-oX4 pkr), (1.22) 
其 中 
Fe r-g 1i 0 7 F0 7 
zr e B-1) 0 Lb 
z 0 0 ~ Ba | p 


34 det O0 时 ,此 系统 之 奇 点 性 态 , HARMS, X -OX 
HE., O 的 特征 值 是 %,a~= (1/2) [B 做 一 2) x (8k — 4)11, age 
-Ba 如 了 略 去 涉及 参数 之 间 出 现 等 式 的 情形 (这 在 物理 上 是 木 重 
要 的 情形 ), 则 有 下 列 可 能 : 

(R) Ba>0, Bk<2, k-2— Re(a,2) >0, X90; 

CZ). Ba>0, BE<2, k2-» Re(A1,3) «0, X0; 

(QD Ba>0, Bk>2, k>2, 1/(b—1) 7 B => M70, X670, 
Rat dey KO, 8 


7.8. BPG BUSH 453 


— 
4 
4 
7 


m 16 图 17 

CT) Ba>0, Bk>2, k-<2, 1/(k--1)7 £8 — M 0, A40, 
M Aa, Ae <0; A i 

= B«70, Bk>2, 1/(k~ Dp NER Asha <0, 
hs <0, ， 
在 情形 ( 甲 )， 奇 点 是 鞍 
点 -焦点 《图 16); 在 此 
情形 ， 系 统 (7.21) 可 能 
FERE FLA oit 情形 
(2), FREREAR 
RAR (VD, 情形 
C, pA GRECE CE 
点 ; 情形 ( 杆 ), 奇 点 是 稳 
定 结 点 ; 铺 形 ( 友 ), FER: 
是 鞍点 - 结 点 .归纳 起 来 ， 有 图 18, 

其 次 转 各 系统 人 (7.22) 的 大 范围 狂 态 ， 先 证 明 (7. 2 的 角 的 有 
e, 


WER B-i/G-19n 


i54 ?. 应 用 
命题 7.8(Sherman[42]) Yk, B> 0 R ac-0, 系统 (7.22) 的 
一 切 解 均 有 界 . 当 toot, 系统 的 每 个 轨道 均 进 入 球 (Qr, y, 2) 
ER [yH (2-1) 9), ILA >a, Ti scis O<a<2), 
fo 0/2 (a— 1) 1924 2<a), 
证 明 4 S(QO-Í(G, y, 2 ER zt? S 19-8), gf 
Sis, BN UE ES, (1.22) 可 改写 为 
T-— — Br[i— b(1—2)sin*8], 
[tua (1— Z)sin 26, . (7.23) 
= B( —a2 --kr* ein 95. 
由 此 可 得 s= — Ble" +03 (2 —1)1. 

M z21, $«:0, Vs>0, 8770, 4 Z«0, $~- <0, Vs 1, 当 0<2<1, 
iC si — B[— (1—2)*-- 02 (1—2)). IJ, $0 (4k BOR) > 
£77 (1—2)*--a2 (1-2) =P, a), 

当 0<a<2, 0<Z<1, PG, aE 7-0 达 极 大 值 1， 所 以 , 当 0< 
Z<1, P>; a2, PG, a) YE — (a— 2)/2(a—1) <1 
BRK 2*/4(0—1) , HUA $972/4(8—1)999—0, 3, 
Vk, 87-0 K a>O, 可 找 出 半径 s —1(0-—o«:2 时) 及 3 一 a/23(a 一 
Da 时 )， 使 得 对 一 切 as, S» + (2-1) REIR $0, 
RRR: 当 Co 时 , (7.22) TDL ABE L(x, y, 2) CRS at 
tet (2-1) «2 内 . 1 
O THM RM, BH <E (0, 1), BibL, Vb, B20- 杀 统 
(7.22) f — BU Bul, 34 too BÍ, BEA SCD —~ {(@, y, 2) ER 22+ 

y+ (—1)*-1) 内 (除却 奇 点 (0, 0, 0)), 

以 下 乏 步 构造 所 需 之 环 区 . 

我 们 的 出 发 点 是 SC), 它 可 充当 环 区 的 外 边界 ， 只 要 设法 控 
掉 其 上 的 奇 点 (0, 0, 0), FFE SC) BEBE RGR, 同时 去 挤 > 
轴 , 便 可 获得 所 需 的 不 变 环 区 、 

Sim l(Sberman[42]) 设 <E (0, 1], ALE (0, 2), BPC (0, 
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2,7), FEC, 2), 以 及 
2 (14. 5587/2— (1— - 8? TB RT IE oe 
E (1--682/24- (1— 88* — 1784/4) 49] /og*, 
则 系统 (7. de y~0 上 的 以 外 ) 贮 进入 不 变 闭 集 
ROW, RE SQ), ui COR Hy ROR A). C, 
Hy WIRI F: 
C. Z- (k~ 2)/2k= r[(k— D/a)?, r= : GP yos 
Ha a— 2Bey+ [1— Bu 2)]y"—F exp(2k/a), 
其 中 
O<f <la k) {C - 2) [1— 8(5—1)] 
— B'k/2yexp( ~-2k3./a), 
E, (461) (7 2) /IPCL— B — B(G;—2)/2 
— B^ —2)2/4) 49 + Q — 2)/2k, 
WEBB G plezar, (7-28) 4 HE, molt os 
| Xf] — Br? +02 — r’k sin* 0), 
所 以 , 当 a2? *(5—1), | X|'<0, ATT 
. E-v[G— 1)/a] 2 
DI EE EE F FR 
A. 于 是 ， 自 此 锥 面 内 出 
B — 9) US D NEXT E 
id : : . 


$-2(G-1)—142) 


$—£9-mr, 
其 中 zo>0 02-0 是 这 样 
选取 的 ; z— ze mr 与 
SL) 交 线 之 坐标 大 于 
z—92(k—1)/(k—14-a) 
GERE Z — r[(—1)/2]9* 5j SC) EZ ZAR). 特别 ; 自 锥 
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M O 内 出 发 的 一 切 轨 道 皆 离开 C, EID, BOO SD Boe 
的 区 域 是 (7.16) 的 不 变 集 合 。 除 奇 点 w=y 一 ?一 0 外, 一切 自 此 区 
域 边界 出 发 的 轨道 缘 进 入 此 区 域内. 参见 区 19( 此 不 变 集 的 9 截 
ii), 
aT EUR ARM TUR, RIAMH Hu 现 来 证 明 自 
H: 出 发 的 轨道 进入 不 变 集合 Razy. Mile 五 的 外 向 单位 法 向 
BA 
s= — (OX /dx x 0X /0y)/|OX/Óz x OX /Oyl 
给 出 , 利用 Ha ROJPBENICT 22), 可 得 多 x 与 X 的 内 积 : 
XX, Xj» EE/Ba)exp(2k2/a) 
= kz? — Bkzey +y CUR 2) [1 B(6—1)] 
— (FR /a)exp(2&2 /a))., 
因 Cfk/Bo)2-0, k2>0, MUS 
(Az) {Ck - 2) [1— 806 —1)] 
— Cf Afr a)yexp(2k2/a)) > (Bkz)*, 
Xd aS ONU X, Ko Tea. 注意 及 本 引 理 候 
DIPLOM 寻 有 下 列 不 等 式 ， 
Cak {Ce — 2) EL- g(r—1)] — 8£k/21 >F exp(2k2 /a) 
Da BD) {(k—2) [1--g*Cb - 1) ] -k3 /4}exp(— 2kz/a) >f 
cS) D [L Be 1)] - (FP /aloxp 2Ez 0)} 
EI 
于 是 ， 余 下 的 工作 是 找 出 zs( 这 是 Hat O 交点 的 最 大 2 坐标 的 
ERO, ATRAZ A, 用 贺 住 坐标 表示 Ha 的 方程 , 得 到 
st (^ B —2)/9- + Baiu 20-1- (3/2) (k— 2)cos 26] 
—fexp(2E3/a), 
M tanĝ=2 B(-2)84, ERZ n 达 最 大 , 把 此 6 ICON bat, 4 
ri g*k - 2)/2— [28-- 8*(& — 2)2/2)/ [4-- B (k 2)? 12 
=f exp (kZ ja), 
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出 此 方程 及 O ZIRC- (hk ~ 2) /2b— n (Ue 1) /e17), OR IB He 
与 OQ 交点 之 2 学 标 之 上 界 满足 下 式 : 
[oe/ (k —1)] C2 — (k — 25/25]? (1— Bk -25/2 
~ [BB+ 8*(k—2)*/21/[4 +B (k 29102) 
= Co, (8 - 2) [1 — 80-1) - 8823, 
简化 之 , 得 出 zs 
3 DC- 2) PUL-S-B8uk-2)/2 
— Bue -2)9/4] HO 4 (b 9) 2k, 

REEI RA Za 又 引 理 假设 中 有 头 大 的 限制 来 
HSO RRR., BPf0—(0-2)[1-8-1)]—875,2.-0, di 
此 引出 关于 天 的 不 等 式 ， 要 求 ERY, SARP 1—881— 一 78V4 
>0， 从 而 要 求 8?<-3.7. 

注意 到 证 使 定义 HS 的 方程 中 的 足够 小, 以 使 Ha ti SO) 
V3 BH E27 WD AY, 保证 除却 沿 z 轴 (z~% 一 0) 的 轨道 外 ， 其 它 轨 
道 均 进入 Re, 

命题 ?7.9(Sherman [42]) ”在 引 理 1 的 假设 条 件 下 ， 系 统 

32) 在 Ra WEE AE FLEURS 

证 明 由 引 理 1, 已 找 记 不 变 集 R, E RO RK ROR WE 
明 (7.2 ) 的 轨道 在 R.A, DK HOM, 注意 及 任 取 
Té sg f] o, 8 一 名 与 如 之 交集 是 一 个 闭 . 单 连通 区 ， 可 以 证 关 , 当 
O< BEC, 0-22 时，(7.28) 的 罗 道 定义 了 一 个 从 这 交集 到 本 
FRAN, Gk BS (8 (7.28)38 — UBL IR, 086 —2, 0 —z 
19e: - f. 1 

如 果 再 限制 参数 了 到 微 小 值 ,0<<k 一 2<<B, 可 以 运用 Borg 的 
方法 , 证 明 Ra 内 的 周期 轨道 是 唯一 的 和 稳定 的 。 

为 了 建立 Borg 定理 (定理 5.1)r103] 所 雍 求 的 收缩 性 质 ， 
Sherman [42] 利用 Jumyxos sgx8 (Vaurwaxep[1421), d£ HH — ng 
当 的 度量 函数 ， 这 时 要 对 EC -0) 限制 为 微小 值 ， 而 且 0<k 一 2 


158 n TR Me 
«B. Eo g -— 
TA FUB Ei d 8 微小 , 故 若 忽 略 有 的 高 次 项 , 上 述 的 引 理 荆 可 疏 
述 为 (这 时 对 区 域 Ra 的 参数 所作 的 限制 可 简化 ): 

5138 18(Sherman[42]) 在 略 去 B 高 次 项 (二 次 及 二 次 以 
上 ) 时 ， 当 O<ia<i, 28-<Ak<2, 2<h, hi pae-(y-05h GE 
(7.22), Bp : 


Kn AX + per(d), 
e -8 1 0071 l0 7 
k= :| | aama 0. |. F(R) =| ae |, 
Z- 0. 0 一 Bo _ ov 


FA) X1 PLS TI DEO A EP K R Ras (不 含 奇 点 ) Roo th B AR EI 
SC), fmi O 以 及 曲面 五 se 所 围 成 ; 
B) — (9, 2) emis y! G- Dien, 
0: £— (e- 3) /2k m rL(c-1)/01"5, ry (3? 8-9), 
Has: 7(1+f sin’ 0) —fexp(9b2/o) <(a/k) (b—2), 7.24) 
~ 0f laka (b—2)oxp(—2Ez./m), & i - (7.25) 
—-[(5—1)(5—2)]"*(2-- B)/2k 4- (k— ayia, 
Sees Ras PFE RHA o. E 
.按照 5.1 节 Borg 定理 的 精神 部 能 证 明 B» Pa Bui f] Z RE 
RRR AT Bh, NU Ros PRD JA SA SUC E COSE UE 
的 .. U TREH 0-—5—2« 8, B 微小 时 ， 采 用 一 适当 的 度量 函 
Ht, Ra (Ras) Vg BGB HEAT A Hiep FC ELT] 06 平面 出 发 的 
Su, 当日 增加 22, ALIAS RES Is). 
本 节余 下 的 工作 分 三 部 分 : desi : 
CP) IK Rs 内 移 收 编 性 质 ; ， “… ; . pg 
CZ.) Bas 与 Ra 的 交集 ; 
(WI) Bag PA woes rier’ 
- 现 分 别 进 行 如 下 + 
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CH BER Rs 内 的 收缩 性 质 . 
回顾 系统 (7.233), 即 
r= ~ Br[1— b(L—2)sin*6], 
| 6—1-- (Bk/2) (1 — Z)sin 29, 
$=: B( —az - br* sin? 9), 
SSR, RRA SKM, Or dr/dt-dr/d6, t—dzjdi— 
Gz/d9.， 如 在 初 值 条 件 中 包括 参数 B,， 可 得 下 列 系统 ， 
sl [a | 
ji ( — a -- Er? sin? AY 
一 8G(9, Y), (7.28) 


dY /d6 = [ 


其 中 
Y-Y(, Yo, oa-| 中 Yo- Y (do, Fo, -| f | 
Zo 
定义 出 初 值 了 的 改变 量 SP。 所 引起 的 Y BOEM SY 为 


8Y = M(0, Yo, B)ðFo, (7.27) 
is M, Yo, B) -0V (6, Yo, By/2Y., (7.28) 
MG, Yo, B) =E: (7.29) 


I NU REB NC, A727) EE RT ZO 
(EE Ree) AUF ORAS, mH NOIRE RI BG E z SF, 
SY, KERHD, RR RA 
«oY, P5Y»v3, (7.30) 
其 中 PCO, Fo，B) 是 对 称 实 阵 (正定 的 )、 现 探求 在 何 条 件 下 ， 对 
F 8—654-2x, 8Y 之 长 度 汪 于 Yo MER, 即 何 时 可 有 
《35F，PS8PF> 一 人 SFo，PSFo>. (7.83) 
HUPBY, PEY > -MSY o, PM 8Y > — SY o, M'PM Yo, 故 
(7.31) 等 价 于 
«8Y , [M^ PM — PY) «0, (7.82) 
SUEY, M, PHAR, 并 仅 保 留 8 的 一 次 项 , 可 得 。 
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YO, Yo, B) - FO, Foyt BY PO, Yi); — (1.82) 
其 中 了 一 9F (0, Yo, 0)/28,. d (0.26); dY ?/d$0; 所 以 车 
BY OH, Fo) =0; B Y Yo Wi 


dY YO G(0, Y) GO, Yo), (7.84) 
HTM, me PE AR ae ' 
x, Yo-ersyan, WEG (7.35) 
则 由 (7.28) 及 (7-33) 得 : 0 uo co gcc 5v 
| MO, Yo, B)-IBN(G, Y. . {7.86) 
对 于 P, 有 PO: Yo, 8) 一 PO(9, Fo) BPH, Yo). FER 
MPM P= BIPON- (PONS, (7.37) 


为 了 证 明 \7.33) 左 端的 二 次 型 是 负 定 的 ， 需 证 阴 存 在 阵 PO GE 
EEA O= hoten, 阵 (7.37) 是 负 定 的 .在 这 方面 ,我们 有 下 
3) JamyfoB 定理 : 

fanyuos zEjR(lafrRaxep[14b)) "ub Anci "Wr 

ù npocge, Pos [Po], EE; 使 PON + (PON)P = ~ 1 

ON RUE CES IN fy RER R ese Bd, 

”于 是 , 我 们 的 问题 便 转 化 为 FREMRI Y N(8s--2z, Yo) 
mUEGHE IURBSGUN. SETUESET AINE 700 no 

8188 2 (421). ENO” 2x, Fo) METER Re Pp EL 
负 实 部 , 这 里 Fs Li FARSR RUE DIG KR (BL 20), 


Zo> (& — 8 — B'r3/a) /k, (7.38) 
Ze (k= 2~Ba)/k > -， ^ (1.89) 


证 明 CT. 29), (7.34) & (7.85) 9 O(GY dP) /0Y o — dN / 
d0, Bi VA dN /d6 — 0G(0, Yo)/0Y o, N(0o, Yo) -0， 由 人 (7.26) 得 
IERES oin? Fo 

2hrosin® 8 =a: = 


oaa. Yo/ere-| 
Bb, — Nem, Yo) LU kaz) 一 tn] 


Qkry 42a J 


a6i 
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ex 
eos 
Co 


è 
a 
a 
a 
1 
* 
S 
[j 
x E 
3 a 
E4 . 
? e ig 
x ets $35 
T s xd 
a Ya 
i à 
of Ae 
y E 
w es 


Fem (bh ~2) fk 
he 


Ri) 


(KIR Bs 的 3 


20 


E OCR 


kQ — zo) — 21} 


2af. 


)—2a.— 2} <0, a? Ik? r$— 


Zo. 


圭 阵 之 迹 为 负 ,， 其 行列 式 为 正 ),， WN God 22s, 了 0) 之 特征 根 均 具 


负 实 部 . 


Hema 


电 定义 Ra 的 不 等 式 可 知 , 在 By RERE. 


是 使 指出 ,可 以 具体 写 册 满足 上 述 要 求 的 对 称 阵 PO, pit: 


r 
a 
g 
S 
tea 
i) 
e 

| 
a 
Sw 
"ow 
ARN 

]pesp 
28 
Tog 
N 
Die 

1 
8 
& 


j kro, To>O, 


= 2a, 


;j—2]/Rbre, c 


oj 


- St b= E 


«B, BBS, WHR e 


2 


Aik, H 0 一 上 一 


希望 Bac B. 
X, WIPIUEBS RasC- Bs, 


点 


SO) x 


球面 


与 


边界 (7 .38) 


JR: B. 的 


ZB ide Sj SO) Ze 3e AU > Ag 


24) 
225° 


Has 边界 人 


证 明 它 小 了 


Hae 之 边界 (7 PZ 


的 截 


X 6 = 45°, 


和 参考 图 21, 


Ede Xe js. 


QO) 有 


y 


88) 4 SC) z 3k xà (Hd 21. d 


在 已 :的 边界 (7. 
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os 与 FS USE HC — 45^; 2259) 
mo 

1 (Z1) ma(5- 2) 4) o 由 此 得 出 

Fam (1/25) [2(&— 2) 

+ (a 4) (L— [13-4(& — 8) (&4-2) /e+ 4919/23. 
对 于 4-2-8, BRUNET, z»—Bo/k(a--4), 在 Tay 边界 (7.24) 
33 SQ) 之 交点 (图 21. HY Q0), Et (2 01 FL Bette, 
B Hoe ZB IA n WR n =f (L- Syexp(252/a) «(E - Balk 
一 2) /如 ,) 当 加 微小 时 ,此 式 可 简化 为 2?-~ 22 [E f — Bk, o] + 
f(t 一 B) 一 0， 和 由 此 可 求 漠 
Hi-f( BE/a {tf(1— 8)k/ai?- FA- BB. 

泊 龙 一 2 一 pB, B BUM, ROT 28) 8, O<f< Ba k; 因此 ,在 略 去 
6 高 次 项 后 , 27/2, 

TERR 2B<a<1, 从 而 ed4l2k, he 2Bo/k(a-4)-Bx/ k 
HERR f € OBa k(ai- 4), BÀ?) , Hj BaíEQa--4) <f/2, Z2, 于 
是 在 此 参数 范围 ，Rssc- Bs, 

(PS) Raa 内 周期 轨道 的 瞧 一 拍 和 稳定 性 ， 

我 们 已 建立 一 闭 区 域 Ros, 当 87-0 微小 ,而且 0 大 一 2< 
2B<<a<il BM, 在 Rss 内 存在 周期 轨道 以 及 Rag 内 系统 (7.22) 具 有 
收缩 性 质 。 于 是 可 以 证 明 下 列 
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命题 7.10(Sherman[42]) 设 B>0 微 小 0-ck—2«B, 98 
casd, WE Ras 《其 定义 见 引 理 1B) 内 ， 系 统 (7.22)[(7 .23)， 
(7.26)1 FF EME PU y, E. 2, 一 7，YPE Bus 从 而 除却 位 
E zl (o y — 0). E BOUE AS, (7.22) 的 其 它 轨道 之 w 极 限 点 集 为 
v. . 

证 明 CHE), CZ), Ris AVA SBE Vut, 24 0 BR t RAF oo 
时 , 互相 趋 近 而 且 保持 在 Roo 内 .对 任 一 固定 8o, 0-00 与 Ras 之 
交集 为 二 维 区 域 (有 界 、 B, BOEVRDRCH BUHSBXRGE UON. 因 
X 由 这 个 二 维 区 域 出 发 的 轨道 ， 当 ioo 时 , HARE, Mitt 
们 的 中 被 限 点 集 相 同 ， 由 于 在 Pas 内 存在 周期 轨道 7, 而 Qe y, 
Veer, Bt Q,—y, Vp€ Rae, lA, Ek “一 4 一 0 上 之 轨道 外 ， 
《7.16) 的 其 它 轨道 , 当 too WHA Ros, BRU y RW EAI oR 
RAR. 1. 

7.3.2 描写 核反应 堆 的 三 纺 动 力 系 统 的 周期 罗 道 存在 性 

‘Troy [48] 利用 环 区 原理 讨论 了 一 个 描述 核反应 堆 的 三 维 动 
为 系统 的 周期 轨道 存在 性 问题 。 这 个 核反应 堆 的 微分 方程 是 由 
Vreeke & E 1970 给 出 的 .此 系统 为 


E A oes [yi (1— 9) + Ya(1— 29)] = d 7) 


as 23) — F*(», y), : (7.40) 


dea = ym ra) = F(a, y), 


其 中 c. 是 规范 化 中 于 密度 ，xa 及 we 是 规范 化 温度 ，zs 是 燃料 温 
度 而 za 是 冷却 剂 温度 ，Ys>>0, ye>O 是 热 传 递 系数 ; ?1 及 ya 是 
规范 化 .有 效 的 中 子 寿 命 参数 、 RER om 71 2) + ytes) 
叫做 反应 率 。 在 (7.4) 中 ，2 一 (zu wa 25) ER, (7.40) A 
H w= 0, 0, OGRA MT RAR), cH (1, 1, DAIRE 
应 堆 的 工作 状态 )、 


154 "TE 用 
EXTERN 把 (7.40) 在 工作 状态 e CL, 1, 和 处 线性 化 ， 


得 
Y-A4Y, (1.41) 
[09 =y =y 
其 中 A-F,A,y)-| yv —Ys 0 |, 
|y. 0 ek 


By, YUBEAEWGESIK, V> 令 vum yi mt. TRER 

MG, Poore[150] 证 明了 : A ATARE RE eio, ys 

ys, 这 里 

MC MAN C M 
cos om Vt YA Y 912 8. 

Nb XP iei, 2, 8, 4 满足 条 件 


vive (YD « —1, 
存在 一 最 大 的 80-0), fus 2-8, ECA, WH 
Vy Cart) <—1, Vya€ (3-8, 0$). (1.43) 


4 yyh Yan, yam ys, Yee Co yl, YOM, Poore[159] Kit 
明了 操作 状态 是 不 稳定 的 。 

Troy [43] 证 明了 : 对 每 个 YE (72-8, 23)， 系 统 (7 402 KE 
"hg. Law, Troy 考虑 了 下 列 系统 : 


Sri. Los by ita) ya Co m1, 
| Ly cn, Qr44; 
de yt - Ts), 


Hp y= Q3, 5, YS DU IB ATE CT 42), (T.43), HH Ya € (3— 0, 
Y). 
SEE ASFA. 
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$E lCProy[48]) H w(t) = (D, tat), ey) BRB 
《7.44; 满 足 初始 条 件 21100770, 05(0) 2-0, 25(0) 20 的 解 , 则 
,q(t)>0, a(t) >, zalt)>0, vi>0. 

证 明 可 算出 es CO mos) exp(J, pds), viso, rh 
p(s) 是 反应 举 函 数 . 于 是 01000, Vid, 49 2,(000—0, Sd 
(7.44) 的 第 二 方程 得 到 2. (0) — yYen(O)>0, 否则 mm(0)>0， 在 
这 酚 情 形 , IB RETE EAE T 0 BOXE T PZB NA) es (D) —- 0, 
WA 22 C07) «0, 但 是 ,由 (7.44) 的 第 二 个 方程 得 (T7) — zs DP) 
20, MBAR, BU zs 站 二 0, Yt>>0; 同 理 可 证 2607-0, yi> 
o, J 

其 次 , 定义 集合 ( 见 网 2 


F {Co ma x9) ER jem], O<ag<1, 
OSes (yY) as - 3)--A £1, 1, 2), 
SHE 2C!roy[48])). Xt m0) EF, WEE- RDH += 
(x (0)) 270, MI iC m0, aC) 771 Rosy) >t, 
WA ELAR gi) = (yV) (9a — 1) tL R es (0) 
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IEA), W p(0)7- 0 X 2: (0) 0, " BF RE m2(0) — AEO) 及 
(0) —0; 但 此 时 (7 .44) 一 这 (0)>0、 因 此 存 症 一 盘 大 忆 r>>0 使 
f 207-0, VEE, T), B voco, W lim a Cr) M 存在 .或 者 


MÈG, œ), RE M=, W ME, on); 可 以 证 明 这 给 全 
lim zaki) lim w(t) ^M, 

现 米 证 明 这 件 事 . Bi (0) EF, 由 也 之 定义 推出 ws(0) <1, 

BELL daO) y9(1—2.(0)) >0, 如 果 存 在 某 一 人 0 ( 取 其 最 小 

3048 2,7) 一 0, WETO, WE (7.40 BO RER 
G(T) y 8G C0) 20, BHR. Bib 2. (0) 0, ve>o T R. 
lina a(t) FE. ait) <M, VERO, (7.44) 之 第 二 方程 推出 
eu) «M, Vtz-0, H limat) - NM, FIEC, M), 则 存在 
1,770, 使 得 a(t) LE a 0) > (0-27 M)/2, Vit, PUL, HL (7.44) 
WE ARTI, 3o 40M -D/270, Virts, XH lim aC) 
一 co， 这 与 lim a(t) «M <o HFA. Bi, lim a) =M., F 
理 可 证 im G) =M, 

这 样 一 来 , Hm a(O — CM, M, M), M1, TJ, (M, M, 
WM) ORT AO) WR, PS, MERE Moo, 这 时 可 证 


Jim w(t) —lim w(t) lim z«(4) = eo, (7.45) 
同时 , 392.770, Viz-0, 则 p>0, viz-0, BU 
as (0) > Co Yia) Gs (£) — 1) +1, yi>0. (7.46) 
把 p= iC. — ra) +yo—as) Xt t RA, 得 出 
P= — yy s — ta) — yay ier — wa). (7.47) 
EUH, (T.45) 97-0 fit 
w(t)>2, Virg, $C (1, 2, 8}. |o (T.48) 


FE, WAV OAD « —1, (7.48), (TAT) BT A8 UR yy 
ex—rQ o y)«0, Vi>g, 因此 lim p(2)e 一 oo. 但 这 意味 着 
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(2) 必 在 某 0-0 处 变 号 , B 20, V 07-0 这 假设 相 矛 盾 , 因此 

得 到 结论 : AED 4-0 Biz G0 0, II os y Qn Q2, 
VE (0, 2, ifi talr) —gwolr)). HL 

Le) — gm 2) 0. (7.49) 


余下 要 证 的 是 : o3(e) 4, war) > 1, 
利用 方程 CY.44), za《(TY) 一 g《%a《T)), 可 得 


dp (ns (D — (s) lio O 
yeas) + YA Gs aa) 
Ys 
^ s 

(oce 1) 71) + 22 Gr 29) 

- EX [as (yay 00) tart QA — 0) — 08 8. 
HM Rar) >1, y<, Y cYA, vYiY8/QYEYD c o— A ELE 
Gay) «1, 则 有 


die (D Gs) Loo <E Eo 


D 


+N 91 7 Yrs Vera] =O. 

Xx 5 (7.49) A, BAG, eee) >A 从 而 ar) e g(a C) 
>t, 1 

RACK HEAR, rO EG. M sp s 2353) -— 
oa) G L-ARKA., HU, FE T—T(G)70, M= 
M (857-0 (18. 

alela (0))) <M BR v(x(0)) <T, vx(0) EG, 

定义 立方 体 B=BG), B-i((n, m. wa) ER? [OKE a, 
zy« My, W B YS ACE RM, 

By UKUSI, Osa I, O mugs gua), 

Ba 1<2,<M, «xxl, «ir, gms), 
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Bi tay KM, Ley, Oecum), C 

By, Oum, tay KM, O< aX g(ay), i : 

Bs, Omm, dem M, gles) eM, 

Ba 1<m<M, 1<ra<M, g(a) mms M; 

By, (aS M, Ow, gra) Ero M, 

Be, OMe; <1, Omen, gag) ae M, > . 

Ea EA SUSIE, Vo (ar, vs, cy) RE HOR ER CARE) 46 
FEHR, eu, 和 为 4 SHRP REM RIES), WA 入 tae 
^ae — (P+D <0, A Avew, 可 推出 

vafe Ys 
并 且 或 者 v,770, v<0, v0, 或 者 <0, v>0, và00, 所 以 
RIEC 44) EE IB AR I] BeU Br 内 部 . 

其 次 , al) € F, x(t) € B, Vtr0, WH p(7-0, Viz-0 
3812,70, VIO GER AMI M1, lim z.(£) =M), 25 | Mt 2 的 
证 法 , ATH Lim oa 人 — Hm es (D) = M, HRI, (M, M, 
MAT ADHAR, 矛盾. 

d AE 某 固定 前 B, vt-0, cE (1, 5,6, 8}, Wk 
法 可 证 , WIR NDO, Jim mQ)—UN, N, ND. REREN, N, 
NBT 4ADMAR, PRN =1, Ab, l, 1, DWE 
w(t) € B, Vi>0, i€ (1, 5, 6, 8}, ARR AAEM. 因为 系统 
的 稳定 流 形 指向 BUB: 之 内 部 .所 以 , SEE AC (1, 2, D, 6, 8), 
IOE t> 时 ,不 能 全 属于 B. 

下 一 步 , 我 们 要 证 明 ; 对 某 紧 致 子 集 Qc 万 ， 系 统 的 轨道 mt 
按 下 列 次 序 穿 过 B. 

G— Bo— Ba-> Ba—> B, — By Bi—>G—>. (1.50) 

g GOLF 为 紧 致 集 , 按 上 述 方法 定义 B= BG YE oe ODE 
Jm ABE 2, PE m r(0(0Y)770 (24:1) 50, rom, rlr) 
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TOL, TZARA 2 证明 中 最 未 一 段 的 方法 , 证 明 
PACO) =g Clt) )) [e >0, 

因此 , CE) BERE Ba, 进入 Ba, 并 在 边界 aam g Cea) 处 与 By 相交 ， 
穿 过 此 界面 进入 Ba HNR. ADAH, BAIL 1p, 
Bo 8328 LAY 1 tI EHI Be 内 部 ， 上 面 已 证 OREKA 
i By WS, Men CO DRMR 1 EA Bo, W Ba 的 边界 wm 一 
gn), Fe a 9(09)7-0, RRUA com 1 BE m 0, By 边界 
上 的 向 景 场 均 指向 Bs 内 部 。 ALLA, a>0, VEO, FE 
HUP n () DST By, 它 必 穿 过 界面 ms 一 1 进入 Be. 同 理 可 
证 zx() 必 离开 BB, 穿 过 界面 zo 一 gws) 进 入 Bs, RJA we) eat F 
而 离开 Bl， 重 复 这 种 推理 ,可 证 w(t) 继续 按 此 方式 在 BA 
SKM AFR, oe p 

在 证 明 下 面 的 命 大 时 , 还 需 用 到 下 列 引 理 ; 

引 理 3(Troy[43]) 设 GCF 是 一 取 定 的 紫 致 集 , 一 2G) 
定义 如 前 述 . 对 (7.40) 的 每 个 初 值 z(0) € (Gri, za, a) CR o> 
O, VY 让 所 对 应 的 解 mC), HELEID A] T o Gr (0)) 0, 使 得 
æ(T) EB. 

EA ERNIA RENSAT BU IHE USE AIL, M 
AES. 1 

命题 7.11 CTroy[43]) FERR Dc (Qe, m, DE 
Rèja>0, Vi, G, 1, 1)€ D, DARET 44) MME E 
不 变 集 , 而 且 在 也 内 存在 (7.44) 的 周期 轨道 . 

证 明 . MENEER ERRET, QU (0) EG, W 
m CD AK CT 50) je B Vg RB, MG (0€ F', 4 T — Gc (0)) 
>0 为 使 =(2) CF WA, FE LA C p. PP 

p(x(0)) =P), Yr(0) EF 
REMH, 以 下 按 Hastings Murray [47] 的 方法 去 构造 紧 致 集 
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GCF, AMEN HO ffi a rp LDCCE, 使 得 有 

CH) I” 的 两 端点 分 别 位 在 直线 

am 1 Komam (— yi/ ya) (s 1) +1 

d THR eT P, 

LL ber, 

Gr 把 万 分 为 两 部 分 BORAC, 1, DERIN G, WE 
Hp aG. 
为 了 定义 并， 考虑 系统 7.44) 在 奇 点 G, L 1) 处 的 线性 化 


方程 
u= Au, z (7.51) 
0 =y =y: | 
其 中 A=| y -7 0 |, ye€ 2-8, YD. 
L0 oo =y] 


4 有 一 特征 根 <0, HRB PAs utis, Asma — io, 170, 
HaDO, RRA ER um Av, (7.51) TAGA 

v'-Nv, ^ (7.82) 

|^ 0 o | 

0 ps 一 C 


^w 


b v-—| Ue |. 


其 中 N- 


L0 e ps 
4 LqUER'U 中 过 (1 1, 1)， 平 行 于 特征 向 量 2( 对 应 于 A 的 ) 的 
直线 ，Ya>0, 考虑 曲面 Oa: vat ia v 坐标 系 中 ); HEC, ta, 
4a) 坐 标 系 中 , 每 全 0。 都 是 以 工 为 轴 的 梢 圆 往 面 . 沿 系统 (7.52) 
的 解 , 有 
(aE + Of)! 2 (uai iav) 70. (24 vid-o$— 0), 

所 以 , 系统 (7 .及 ) 的 解 自 内 而 外 地 穿 过 On. W a e [m — (1, 1, | 
EAT ANIL, 非 线性 系统 (7.44) 的 解 亦 具 有 此 件 质 . 

令 L,-LnB GXIb—HABO, O2-O.0B. Wy LscB;n 
B. Wd Ol 有 一 部 分 在 B: UB, GRAUE BUB 外， 我 们 


L. Ys | 
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FE, Mp a0, OF 上 位 在 B-U Ba 之 外 的 点 集 必 落 在 忌 (T 1, 1) 
为 中 心 的 一 个 半径 伍 启 小 的 球 内 ， 这 结论 成 立 的 充分 必要 条 件 
Jà. Ls 严格 地 落 在 BrU Ba 内 (不 在 这 些 区 域 的 边界 上 上 )。 对 方程 
45 一 m5 作 分 析 ， 可 看 出 这 一 点 是 有 保证 的 . 于 是 ， 对 于 充分 小 
Éjac0, &.I-O.DF. EPH eei Db, Mw, vs=41, oa 一 
cu Xxv/Y2(s—1)4-1 FR EK meos P. Tee Re 
GAP, va(0) €G, «(DE B(G), t>0， 并 且 不 进入 PUB. 所 
Vw) ARIES Oa 相交 (vt 0)， 故 有 
z(T)€G, (7:53) 
运用 Brouwer 不 动 点 定理 于 映射 p: G->G， 即 得 (7.44) 的 周期 轨 
道 的 存在 性 。 
为 了 找 出 命题 了 .10 的 正 向 不 变 集 DD, 定义 
P= d((m, €a, 23) ER | e. — MG), 
dense MG), O sm g(ra)). 
(T 44) HIER AE Fa Hh, di BCG) 的 其 余 边界 上 均 指 向 
BE) AR, ARAI PRET 的 定义 ， 定 义 人 .44) 的 轨道 集 
A H-(n(in(0) CFs, 0«i«T(a(0)). HER) Ce, 
^ 


D-B(G)UH. 
WY iE (ch 3188 8, (T.50), LL UEDA (7.58) ERR, 加 上 解 的 唯一 
性 ) 也 是 人 如 .44) 的 浙 近 稳定 、 正 向 不 变 集 . 1 


本 命题 的 证 明 , 虽 没 有 直接 和 运用 环 区 原理 , 但 其 基本 思想 是 很 
类 似 的 。 


7.4 生物 学 及 化 学 方面 的 应 用 


.4.1 找 写 负 反 馈 细 胞 控制 过 程 的 三 维 动 力 系 统 的 周期 轨 
道 存 在 性 
Tyson[44] 用 环 区 原理 证 明了 一 个 描写 负 反馈 细胞 控制 过 程 
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WERD J) RSENS TO UL FF PEE 这 个 三 维系 统 呈 下 形 : 
[2e 1. 
d 1+7” 


34 ma py, O (7.54) 


— a, 


domm 


此 方 A Hh Goodwin[160] 建立 ， 此 系统 有 一 个 奇 点 Gres Yo, 
m), Hb m0 一 8 如 一 B70，zo JR agy” cal yz 1— 0 的 唯一 正 
SR. (7,48) 中 之 参数 a>0, 870, y>O, MEI (æ, y, DE 
Rim e, y, 2) ER le0, y>0, z201. . 
首先 注意 到 Griffith [161] 已 征明 系统 (7.54) 的 一 切 解 均 有 
Jb. 具体 地 说 ，(7.54) 在 RL AE a EB, (7.54) 9 — 
UP UM EA Ba. Bam (Gr, y, 2) €RL]O« o By A, 0<y<Y4, 
O<e<A, KrpeByrATl) AUS, BARMERA B-Boy. R 
AVL B 为 基础 ， 挖 去 一 润 ， 排除 奇 点 (wo，4%，?zo)， 构 造 一 环 而 
(实心 )， 使 满足 环 区 原理 的 条 件 。 这 时 所 用 的 技巧 ,首先 是 由 
Hagtings-Murray[47] 提出 的 . 
用 平面 z 一 2o y 一 加 ，z 一 加 把 全 分 为 八 个 子 区 域 , 并 编号 如 
次 ( 见 图 28). 
a= {le y, 2) €B aao, y~<yo, 7<zo}, 
Ba= ((s, y, 2) CB |a to, y<yo, 2 zl 
Bs = (Gr, y, 2) €Blzz zo, y^ yo, 229), 
— (Ge, y, 2) €&| m7 ao Y> Yo, 27739), 
Bs ile, y, 2) CBla<ay, yo-yo, 2-20}, 
Sy = (Ce, y, 22 CP |a umo, o, 22729), 
Bod, y, 2) EE|2> da, «Vo, 2-7 2o], 
— 4G, y, 2) € & aao, yo-yo, 2o. 
a HZKAR a S PELLIT Be, Bo Bo, Be 的 三 内 边 


界面 上 的 商量 场 分 别 指向 E, Ba, Bo, 
现 来 讨论 (7.54) 的 奇 点 (to, Yo, 20), & X —m— to, Y — y — Yo, 
Z2—2, 在 人 7 54) BÉ ERE (no, Yo, zo) 邻 域 把 (7.54) 线 性 化 ,得 


PX] Ta 0 —fF X 
E yi- 1 -æ ol ¥ 4 (1.55) 
Z. 0 i 一 > |Z 


Hop f= meBy (1.—aB yt) > OVER X 2o 95 Byom Byto, aby + 
apBYz -1--0, 可 得 站; 特征 方程 为 

L(A) = 494- (at B+) (aB + By Foy N+ ay +f =O, 
Ho, B, y, £770, 故 没 有 正 的 特征 根 . 假设 此 方程 有 一 根 和 1 一 一” 
<0, Anacpkic(u0, 0770), 4 (0, 因为 为 对 应 于 和 一 一 > 
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的 特征 向 量 , 则 2 
-vom — ag — fg, 
sr 
-rz=y-— ys. 

te E 3-222 


B-r “fF 
Jk £—1, 可 得 此 特征 方向 的 方向 余弦 
a~1/D, b-1/D(B—»), c= (a—)/C- Df), 


其 中 eagle =o CER. 

注意 及 L(--—L0-8)—- LC—y) - £70, & 4| 7727 max(a, 
B, Y), 所 以 a7 0, b<0, c-0; 换言之 ,过 (wo, Yo, zx) FFF FIR 
征 方向 的 直线 完全 落 在 BUB. 于是 选取 一 个 以 此 直线 为 轴 的 
Bip EN, 当 其 横 截 面 半 径 充分 小 时 , 在 (zo, Yo, z) 邻 域 , 在 了 上 


的 向 量 场 指向 上] Ba 内 ， 令 为 了 所 围 区 域 与 B 之 交集 ， 于 是 


T 一 B\(BrUBsU8) 是 为 所 求 的 正 向 不 变 实心 环 面 . 
考虑 图 28 中 记 上 字母 了 的 平面 区 域 ( 它 是 B 与 Bs 的 分 界 


面 ). 任 到 gE Bl aca, oc, | 0o, Heo 出 发 的 


We DUA Ba, 但 在 Bs, oma, Yy<yo it 0; tk Duro 
向 4( 它 是 Bs 与 Bs 的 分 界面 ), 穿 过 它 进入 Ss， 重复 这 种 推理 ， 
WB, Fe UE BB, BOB, BBB REGE, d 
FAFERA MT > O03 P,P AA (7.04) B9 8 T xg Md 
HELA p FPF BH. HT. ORM READ, dom 
Brouwer 不 动 点 定理 知 ， 必 存在 GE 了 使 p(9) d, 是 为 (7.54) 
的 局 期 轨道 ， 于 是 我 们 证 明了 

MTA Tyson [44}) 设 系统 (7.54) 在 奇 点 (zo go, 24b 
的 线性 化 方程 (7.55) 满 足 条 件 : 有 一 特征 根 各 <0， asm itin Us 
70, o>0), 则 (7.54) 存 在 周期 轨道 . 
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ETZERA. SARAM PEE SE — A, Tyson 
[44] 没有 解决 .我 们 将 在 下 面 7.4.4 解答 此 问题 . 

7.4.2 描写 负 反 馈 细胞 控制 过 程 的 n(>>3) 维 动力 系统 的 周 
期 轨道 存在 性 

Hastings, Tyson Webster [45] HE” T [44] Aa, BEE 
了 一 个 负 反 馈 细 胞 控制 系统 的 2%(>>3) 维 数学 模型 的 周期 轨道 存 
在 性 问题 - 

这 个 生物 控制 系统 是 在 研究 蛋白 质 合 成 的 遗传 调节 入 制 时 示 
到 的 : 

DNA —> mRNA — sil 


i mmm Ay 
参见 Jacob 和 Monod[162], [4 加 给 出 此 系统 的 数学 模型， 


JE 
Lore 9m, 、 (7.56) 


$,—7, 5-- a, DSI En, 
Ji melt; a-0,j-1-5, m (n, S) ERY = (Qn rns 
zQ)€R^|z;20, Vj}, [45 细致 地 讨论 了 系统 (7.56) 的 向 量 场 结 
构 , 用 Brouwer 不 动 点 定理 证 明 (7.56) 存 在 周期 轨道. 
[45] 考 虑 了 下 列 更 广泛 的 n 维 动力 系统 
di Filan, 23), 
oio T), 2« jen, A680 
Rid A fey E st 

ee t= f (0); 

SHER", fı RR", f(E)= (fE m), falls, a), 0 
faa. Ga) EORI), R} = (Cea, +, m) €R^[zi0, YH; 而且 
还 满足 下 述 诸 条 件 : 

OF /Om <0, Of /Ox-1>0, VC (2, 8, +, n), (T.58) 
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&f Jn, <0, (7.59) 
SCO, O) SO, VEE (1, +, m, (7.60) 
(ro 0)>0, Yon>0. 07 * (7.61) 


此 外 , PE BER IRAE (T 5T) e P, WAME- A a= Gt, 2e, d Y 
x 


on Nd N w 
LO, vn Ea, By >> Éis 


finn, zdf (7.62) 


Of./Ov, ER EPI, 
这 个 ne 维 动 力 系 统 模型 概括 了 系统 (7.56) 及 下 列 系统 : 
Tam [1/(1--22)] — Los/ (B + 1)], 
(ty [os my (Btt 07) en, (B ra], 2j m, 
(1.68) 


T, c«m, vc, 


《参见 Morales 和 MoKay [163]) : 
dG di- (log2) 1. — DIM Ghat, C: bI"-0, 
| dD di - kf? — kD, (7.64) 
dI dt= kD— ksl, 
《参见 Weiss fI Kavanau[1641) 
命题 7.18 (Hastings-Tyson-Webster [45]) B f dE «^ Bg 
Jacobi 阵 E —f.(2*) 没有 重 特征 根 ， 至 少 有 一 个 ReO070 的 特 
征 根 , VEI ALAR AE (7 58) ~ (7.625 fi XR BE CT. BT) fe Pe 内 有 局 期 轨 
PUJE EG f RECS E 3 ER Y A BHL 
WERE y —m— c, CT .BT) 4 
9-9), (7.65) 
Jh gly) =f ya), WR yam Cht=D, RIN 
HCO, 000, 29./09512-0, TE (2, =, n Og Oyn <O Q), 
Q= i cc, 1) ER yr at, WEF, 
gry, VYER, 4€ (2, =, n) 
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Gaia —21)770, gilyn, —21)>0, VY —a5, 
HY Y) <0 (H 90 R 9.770), 
IYn 9i1)70 (H y< E gs 0), 
09./0yi t QA EF. 

证 明 依靠 Brouwer PREM., E Q Py HI (0 — 1) HR 
EQ, (0, =, OEE, (7 .65) 的 动力 流 定义 了 一 个 连续 映射 
p: €>G, RBM Brouwer 不 动 点 定理 。 证 明 大 至 分 三 大 部 


> 


CI) MEM ARR X CQ, X 内 轨道 当 t-> oo 或 者 在 
X Wish, RL OL TEER MIAH. 
CH) 证 明 三 件 事 : 
(HO X. 内 的 罗 道 不 趋 于 奇 点 O 
(L) RBC. 65) 在 奇 点 o SENE da 日 处 不 与 
X 相声 ; 
QN MR CORE On, f dh WOI 充分 小 ， 
EA yO) COLNE Mt, HW y(t) EO, Yi>0. 
CT) AMARGO., 证 明 G X (n- -1) HERUPS, Ti BL 
《了 .65) 的 动力 流 所 定义 的 9. G— GG RSS. 
现 来 分 别 陈 述 各 主要 步骤 的 梗概 . 
XFA): 
9g/0y,—0 (E Q), VEE (2, =, ny => FARE O gps, 
42, $€ (2, --, NÆ O fi S RT REIR y (为 六 -+ WR): gu (gs, 
"nh-i)) 70, Mi H.3E RS] 0g//0y,-17-0, iE (2, +, npo n7 
0, Bh, Korir, — al) 20, Vus aL HE a TKR] 
RMB) — alix gano, 而 且 有 — aim 214) <0, 
定义 n PRM ys MK, 
y--—85, 
yom (ya), TE (2, n), 
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我 们 有 
引 理 1(Hastings-Tyson-Websier[451) MA S= (s, = 
Yo) ER"| pio y, Và) 是 系统 (7.65) 的 正 向 不 变 集 . 
HI SHH AFM, s, Sa 如 下 ， 
BIEL, 1, e, 2*—1), Kt ibi sem Ig Lf) cos C, 则 


, 


* i T 
B= fy GB] (—1)*y, <0, 1<i<n}, 

Alin, n—5, j—1i8—01101, WS, 由 不 等 式 y.<y.<0, di, 4; 
4/20, i 一 2, 8, B 3E X... HO, BTA, 

随 着 证 明 四 条 引 理 ( 引 更 2-318385) [45], KEET m 
玉 的 一 个 不 变 子 集 ( 包 含 若 十 S, 但 不 是 全 部 人 5), 它 与 系统 (7.65) 
在 奇 点 O 处 的 稳定 流 形 不 相 切 。 具 体 讲 , ER ICE 

F ~ Soo. oU Si00..0 U S00U *** U Sania U Sonra U U Son..0r, 

即 是 由 那些 满足 下 述 性 质 的 y Cys, s Ya) CS Bri. 在 序 
Ws, 口中 最 多 有 一 次 符号 改变 。 又 令 W 为 包含 过 严 的 一 
切 射 线 的 最 小 集 , 即 CCW €» HR a0, al EF 了. 

随 着 又 证 明 引 理 6[461， 以 引 理 2 一 引 再 6 为 依据 , 可 得 两 结 
ie: 

CPV JE SET 65) BUE DER; 

(Dy) EF Sy €V, V>% MEYO 在 六 中 的 状态 
有 两 可 能 ， 

《i)》g 按 定义 素 中 所 列 的 豆 的 次 序 反 复 经 过 这 些 SC 

V; 

或 . 
(1) 94 t HAAR, y (的 永远 停 在 某 gr 之 内 . 

FIA 77 5188 9(451 这 三 条 引 理 是 专门 讨论 上 述 GI) M guid 
的 , 结论 是 这 种 轨道 有 性 质 , y(t4)->0(t->o0)。 

定义 
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¥~ EV lggew}, 
Rl EUR at, X 是 系统 (7.65) MIE ARE N, wH y(0) EX, 
YO) #0, WU y(t) EIR Q)sk G0), MIZE GD 的 情形 ， 有 9G) 
00-9), CAR CID MSD, KEW X AM PIERS AFTA 
A O W, 因此 其 内 的 轨道 只 会 按 全 行动 , ) 

RFD), 

BUR SECT GOERA O 处 的 稳定 流 彤 .”， 是 指 所 有 满足 
300 (24 to) 的 轨道 D* G0) = (g(0) [0st oot 的 并 集 . 
SOS X ROBEIBUSSUE HIDES, q(0) +0, TOO) 在 
OFF HM, BROMO. 则 要 求 它 不 但 在 “半径 ”F。 
了 而 且 在 "长度 "上 都 很 小 , 使 C, 全 属于 O 的 菜 微小 邻 域 之 内 ,而 且 
oce,, 

引 理 1245] fepe (WO, BX 内 的 轨道 不 趋 于 奇 点 0. 


注意 及 E~ g0) BFE 
[—e 0 0 … 一 五 
dy 一 ea IU 9 
E-| 0 d =a 9| 
à = =é, 


其 中 47-0, d,—0, «7008 i>2), MH. e= (99/291) (0, 0) 20, 
召 的 特征 方程 为 : 
: s) -fÜü (4-6) 4-9 —0, 


其 中 op 一 (应 az HAE, 120, M 40070, ROWER 
部 的 根 必 成 对 出 现 , X X, BE ja, ons 各 是 如 的 特征 根 , 按 Bo) 
ASMA, FL pam fis 时, Im Qa) 2-0, AIDED 没有 两 
个 以 上 的 u ARAR. 令 w 为 对 应 于 el RIE. BE 
pa =s fem Je E BOUES SAGE HEAL, Rie BET 12 的 候 设 ， 
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mana, ei, so, OLA ERLE, Of IEE Gs 

MYRER, qma, oP IJR RY 的 一 组 基 OF, ees o", 

HAL YER EX o (HIE. 
y~ Brace, 


Xe init= iC, lis Si teo. TRATA 

引 理 18( Hastings ''ysón-Webster[45]) 4 #6 5,—0, b> 
0, BG yc X, 0<jyl] <ð 则 有 

kylas [ul 22 82. 

31 15(Hastings-Tyson-Webster[45]) 存在 5s>0, 使 当 

e>0 充分 小 ,并 取 Oe {y ER" [reos dle) 时 ， 
. H-iyeX|ye£0) 

是 系统 (7.65) 的 正 疝 不 变 集 。 

ATAI): 

选取 H R” G 为 

Q= {y€ H|yi-0, ri<y<0, 2<i<n}, 

可 以 证 明 , 利 册 系统 (7.65) 的 轨道 , 能 定义 一 连续 映射 p FE, 
Hl. F yO) 一 yo EQ, 令 了 (go) 一 inf (£7-0|y (0) € G3, BM p(y) 一 
aT (9), Bü p(go) CG. (AL [45] f 3188 17.) 

[45] SHE BH T 3I RE 18~ 引 理 20[45], BA BBA. 当 < 
364 Anat GER (B HEM FERTIG JH. Browwer 不 动 点 定 
XR. XJ, 命题 7.13 的 证 明 大 意 陈 述 完 毕 . J 

系统 (7 .56) 的 周期 轨道 是 否 唯一 ? [45] 没 讨论 ， 这 问题 将 在 
7.4.4 iie. 

(74.8. 一 个 描写 神经 网 络 的 三 维 动力 系统 周期 轨道 存在 性 

U. an der Heiden[46] 采 用 [44] 的 方法 ， 证 时 了 下 列 三 维 动 

办 系统 存在 周期 轨道 ; 
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E IFS OG E 
y=2—py, 
z=y—gz, 
其 中 常数 46> 0, O< p<; f, DERS HSA, Oro 
2()*1, Yyo~yO)~0, = 2(0) 一 0。 JI FLW HL Stein-Loung- 
Mangeron Cguxtireli[108], 是 用 来 研究 神经 网 络 的 ，Heiden 把 
它 改写 为 上 述 形式 . 此 系统 与 Tyson [44] 研究 过 的 负 反 馈 细胞 
控制 系统 的 模型 (3.32) 很 相似 ， 所 不 局 的 是 非 线性 项 互 异 . 
3138 1(U. an der Heiden [46]) 证 @-{ 人， 9, 9 ER Oe 


<Lo<yat, exime). *(0 e G(D, vO, «(D) 是 系统 


(7 .66) 满 足 初 值 (to) EQ 的 解 , 则 v(t) CQ, Verto, 

证 明 出 (7:66) 第 一 个 方程 看 出 , Ho) -0, I a(t) >0, 3: 
e) —1, MEG) —0, Beat) 不 能 离开 区 间 [0, 1]. dy (Oo 
1/p,W y(t) <et) 1«0, BIH YO) 0-9 9 (0  —py (1:50, 


(7.66) 


故 0<y(D) <1/p， 同 理 可 证 O<e(t) «1/pg, 1 
命题 ?.14(U. an der Heiden [48]) 设 了 为 常数 ,而 且 
nq) Cpg--aQa- peg) q 67) 


(Q pas" (1—2*) 


ios 1 : 
REE UT rap Fhe Gwar ER, 则 系 


统 (7.66) 至 少 有 一 周期 轨道 . 
证 明 dp b-—4pg/(q—5), W R £E (1.066) A IK — AR v 
(s^, g^, 27), Jp 2^ € (0, 1), y' —a*/p, x —a*/pg, "ER, BE 
FECT 66) AF oma, y— y*, sz 上 的 向 量 场 如 扒 知 引 理 上 
对 一 个 更 小 的 集合 Q R: 
PHQAL{@, y, D ER [at cal, Ong cg z^ cam lI pg), 
系统 (7.66) 在 奇 点 v" kb RS Jacobi 阵 为 


is ` - 6g 用 
—6& 0  bacs'(1—4")(q—») 
i -p 0 » 
0 1 =g 
HREN RR , 
U PD =F 4 (a-ho DAA (ap taqt pg) apg 
-bas (1-8) (q—p) 0, | 
#3 8<0, NPG) <0 RER. H Hurwitz 稳定 性 准则 (例如 参 
X, Williams [166]), 车 条 件 (7.67) 成 立 , 则 PQ) 一 0 有 一 个 负 
根 <0, SER BA ap bia(e> 0, 07-0), 对 应 村 也 的 
BEFRA, Y, Z), 其 中 
: X=1, Y=t/(pta), 
Z= (atd) / baa" (1—2) (q— p). 
由 于 P(-p) —P(—a)>0, &k4«—2,«-—9 A, — 
el . X20 Y<0, Z>0, 
Uo PREY, Y, 2) 的 直线 与 O DURCP — v". X VLC 
EROS th 9 Sca» MEK, 记 其 内 部 为 $、 若 此 柱 体 之 半径 充分 小 ， 
WAF o 的 不 稳定 性 ,系统 (7 .66) 在 Sne 的 边界 上 的 向 量 场 指 
向 Q"—QWS. Q" 是 不 含 奇 点 的 实心 环 面 ， 它 是 人 7 .66) 的 正 向 不 
变 集 .为 了 运用 Brouwer 不 动 点 定理 ,到 
Fi y, ) €P*|a—2', y«', zc) nq", 
及 Fimi, y, 2) CR ann’, yy, zx) QU. 
任 取 2(0) Cs, v (2) MERSREDUR (o, y, 2 €Q" ere") 并 在 有 
限时 间 后 到 达 Fo, RAZAK ((e, y, 2) € Q" [oca] 在 有 限时 
WBA. PÆ (7.00) HUE SLUT AAE p: Pio 
Fy, Pi Brouwer 不 动 点 定理 可 得 ， 此 映射 至 少 有 一 不 动 点 vo 
了 五， 从 而 对 应 于 初 值 条 件 v (to) — vo 的 解 v (2) EORR. 1 
至 于 系统 (7.66) 的 周期 轨道 是 吾 唯 一 , 这 个 问题 Hoiden[46] 
没有 解决 , 这 将 在 7.4.4. 中 讨论 . 
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7.4.4 一 类 生物 控制 系统 的 周期 轨道 的 唯一 性 
TEASER 105] kie T n Bist] RE CT 565, Bp 
[arate =at, 
Sys, Q— Oey, Kj, 
的 周期 轨道 的 唯一 性 ， 此 系统 是 描述 负 反 馈 细胞 控制 过 程 (在 研 
究 蛋 白质 合成 的 遗传 调节 机 制 时 出 现 ) 的 数学 模型 。 Hastings, 
Tyson 及 Webster [45] 证 明了 系统 他 .56) 在 有 界 闭 区 域 生 一 
XO, 内 存在 周期 轨道 ( 见 7.4-2). 
系统 3.56) 的 奇 点 由 下 列 方 程 组 决定 


1 = 
| Gap 4-9 (7.68) 
tja ammi, j—2, «e, n, 
Bi OL. 6855 M . 
ym ata m ata mnm (FL ajos, (7.69) 
(ü a) ati oua 1-9, (7.70) 


由 Doscartes 符号 法 则 ，(7 ,70) 存 存 玲 --- 正 实 根 o> 0, 所 以 系统 
(1.86) fc Int (R18 E — p AC Cet, e$, o, at), 其 中 
siii mat n (FT «yet, 
(pos) emn (Tiaia, 
天 入 线性 变换 
y= en $—1,-e,7 TI) 
拒 系统 (7.56) 变 为 


{ dem [1+ (taD maso (TE or aay 
WEYA, GHD, ore, n. 
其 中 Gn, 2 Ya) €Q-— yo cs Ya) ER ye oj, Vj). 

引 理 I(Hasting-Tyson-Webeter[40]) HRA (TAIDAN 
FLO, …, 0) AY Jacobi BE 


o 
- 
"p 
M s 
c2 
eO OW 


0 o -— 1 -a 
(其 中 B — re (al) *CL4- (22) 71 94:0) BS AEH, 而 且 至 少 
有 一 个 特征 根 满足 ReQ)70, NAAR TEQ, (0, 
-0) €T, T 是 (7.72) 的 正 向 不 变 集 , T 内 存在 你 .72) 的 周期 轨 
ER . 
证 明 见 [45] , 3x B 89 T. Bn C46] 1g RAC, 事实 上 该 文 证 明了 
一 个 比 引 理工 更 广泛 的 命题 (网 了 .4.2) ， 
31:2 系统 (7.72) FFF n MARG 
(D +a) CD-taj) (D ka y+ (ft ajaz 
— [A+ (yta, (1.78) 
其 中 D=d/dt, y= yu; 如 采用 ai, +, os 的 初等 对 称 西数 


Simat agt- Hanm 


> a 


Sq Gg} as t t H Oaa tos Pa 


S rris = YE o, 
WW CT. 73) TAR 
(DSS Dt SD" 74-4 S, 4D Sy yt Sua 
— [t+ (yt+an)"] 7-0, (7.74) 
证 明 ”从 系统 (7.72) 的 第 % 个 方程 出 发 ， 依 次 向 上 - 方程 代 
入 ， 最 后 令 W。 一 gy， 即 得 (7 .73); EZ, A Ymy Vim E, Feud 
j-8, oe, n, MO IT2) S CT 72). 1 
BMS Beata, ik, WFR (T.73) My FIRE 
y0), y? (0), «^, yO) 


T4 RURAL .485 

BUR y NIE PIE Volterra TAA Bes ， ee 
, 1 
g( 4 az. =r) 
ga; Jos AG—*) Trine 
ire i ' qot (7.75) 


n 
ml n-i y o ` EB . 
FO“ BLS aera Senden 1 
AG) = S PP (pp ea) fioe), 


Biman = RU 85) (à — a5) Caia) (or: — 0) (s — e). 


"ous dew (7.76) 
Wi ay, EO, o, n~t, Hey), SPO) YD (ORRE 
P ER E AA 
CS at, NDS . 
aj 2g Sy 9 60) -Sujt0), "ETE ; 
Dj: Lee et Aaya LITT oem 


- QUSE asc ca 0 T SRO et ae 
a 
6,2 =¥f- (0) + Sig (0) M Sn 99) +- Susy (0) g 
证 明 ”对 方程 (7 HYR Leylade SH” 得 到 
T creen jon trao at 
AL: QI) 4-2) YD, 


TEM 


Kb YQ) LOO, o B c^ ) 

pBUDRER s omae e ee T : 
PHE te Y -Seido foro] 
Hc ep Are Goya n. 


HERIR Laplace DAE the s, ue Oberhettinger $ 与 Larry 
Badii[167] 的 公式 , 即 得 (7.75)，(7.76)，(7 .77). 1 


- fe ER m c 
引 理 4 ART TORREA fi RL OR aN, BH 
35:89, TA PR RAD, ; 
ease +] aa- ear , 


va) ere e ama de ae 
GE c 
£UP(-a) adt (7.78) 


ova) R APG- 


(EE fue) 
a =2, «+, n— 1), j 
证 明 f, RA -> RE IOTER, Rim FC) =O, Bin Rho 
RE 是 一 至 连续 的 , FH ESA DECORE RR H a A LT T8) 
PBA (7.75) 推出 , RES yG) tatma (t), E 
HG EXE (T.72) AMT 78), WEH Y(t), jm, s noQ) 
HER: 


ie 


LOCARE : i 
Yo mie Haga (D7 "I ayes 


PORTER 
或 详细 写 出 ， 
Plt) — 6 (D —a;, 
Sai (0) = FO (D Hana (E) — oath, 
Sja-a (1) — OP (E) -- Cen. On) o (0) Hanin (4) — on 1t, , 


si (D =e") + (By — as) et) 
+ (95-7 o4 (84 — 03)) a7? (1) 
+ (Ss ea Sy — oa (83 一 a )2o 900 ^ 二 Soc 人 
— Sans, 
` (7.79) 
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XH o (WE (7.78), 
容易 证 明 下 列 
SH S wae l/+o"), c ER, 满足 下 列 条 件 : 
I/ Fo?) /ro < 大 oa 一 rs， Vor, es ERY, 
1, m—i, 
Hop £- jo * mê” Um 
sug | ese l- ( am s am T” 


以 下 需 引 用 MillerT107] 的 一 个 定理 , 现 陈述 如 下 《 亦 可 参考 
MacUamy 和 Smith[168]). D 
考虑 Hilbert 空间 H 上 的 非 线性 Volterra 积分 方程 
u(t) 一 -f FQ- Dyu) de thO, £0, 1 (E) 
其 中 也 (是 空间 及 .上 一 族 有 界 、 线 性 、 BT, “g 是 有 界 非 线 
tA. H H. [rs Jim A) = zh, MUR 


mol, 


won- Fatti 1> o> t 

为 方程 ( 杞 前 极限 方 种 、 77 d 

ÆW (Miller) ea, FELO, o9), A, ER 是 有 

界 , 小 臻 连续 的 > 多 是 连续 的 ; ESRO FO ASB u RR, 

ITE (Fo) OM vo BREFI £19), lim tg co, TRER 

立 : weet th oe M 
iim im uit») EN 


现 来 证 明 关 于 系统 全 2) 9 a E 


这 里 过 是 光量 中 的 Te 常数 ， niedrig 区 域 T n 
79 存在 叭 一 局 期 轨道 19), IMM RA (on), welt), 
DEOR tERt, dB LEs mit 


,168 D -TE ^8 
oS CO) = ou (0) — 02, UM 
Wn- 1 (0) = 68? (0) Hase (D) — esa, i 
Wua (0) OS?) F (ani oos E) a, camel)’ da 


二 an ata, 


v CO oR PO -+ Si- aot" TO) O3 
- a,(S, ai) od" " (T (Sa en (Sa . 
—ex (8, — an) ui (D cS, olf) — Suite, 
而 selt), ER), 是 积分 方程 . 
eO 2f: aco 
的 非常 数 周期 解 . 
证 明 WRL 存在 有 界 闭 区 域 PEQ, T a. 72) 的 正身 
不 恋 集 , T PECIA ANO BUT rede 周期 轨道 ， 任 取 (7. Thy Ks 
RH A(t, e) n (CD, WO), wD, eau, dejen, B 
公式 人 .79) 给 出 。 dm. 79), OG, 7) 2L 25 Be | F- o(t), 
970), e OO MOM, ABRA HE, puro. 
(fO E AG dede dr WERS, (7.81) 
TERREA 及 Moor IE AHT SD UR Pr GT EAE TSO 
FE os E SCR E Tum ty, 全 得 
Jim vier ces, 


. sr un i ool) RCT. OLLE LA TEH 33 5 RC) 
dicit (1.860) RAER FS ee — fy CRY T TE.) BLE 
pE, CT, VIER, BUE, Ni (1.82) M oO KAR. BE 
Miler 定理 ， 对 e, DII 加 他， 存在 实数 序列 Ust, 
lin ty co, 使 得 


p 


1 5 
于 teR — (7.80) 


lim y, GF ty) - co(£) ~ ax. . (7.52) 
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另外 , 可 以 证 明 


lim o? (titr = ot), k=l, 如一 了 


Nore * 
(网 注 2)。 DB, Pu To, COIT RDE Tro) 的 方程 为 
CRE), ECD, nns O), A AEA SRE E {H}, Vim feo, 使 
每 
lim (ttt Wt bo, nns ERG) 
= Ce), walt), m On 
注意 到 jim yeH 1) = as - at, C), IR ED a Be BB 
v0), “FR Miller ji ae 
mo(14 v) lm ted fy) malin [ICE SE TOREM 
=ao(t), VIER, 
MATZ, oo) 以， 性 周期 ， 从 而 s CD, Ija, RA v AIM. 
FE ib 
LCs), wa (D, n, m OD LEE, r1 Qum DO). 
现 来 证 明 叭 一 性 GR RECT. 72) te TM UP DO) 的 
周期 轨道 Poo, TÆ Poo AFD) 6. 8 EE, WGP 
D, LG, walt), m, s D HE (0, 0) Su Dn. P 
m. E | 
推论 1 GRUT) WU ER 715 的 条 件 ， 则 此 系统 在 有 
界 革 区域 克之 外 不 存在 周期 轨道 ( 异 于 休止 点 》. 

证 明 PrE, TTD AE T 外 有 周期 轨道 TO, PE 
TONE re) =g, BS te Lagrange HUS, 故 POs) AR, 运 
Al ara 7.18 的 证 明 方法 , 可 推出 O= Do). HAM. 1 

推论 2 设 系统 (7.72) 满 足 命题 7. 直 的 条 件 , 则 (7.72) 存 在 
只 一 的 周期 轨道 (ro)， 其 方程 接合 是 .十 的 公式 o D, nns 
us) ib. ”了 

用 上 述 力 法 , 可 解决 下 列 三 维系 统 的 周期 名 道 惟 一 性 问题 : 


190, TE M A 
位 yi — [L+ (ys 23)") 7 cays — Syr, 
77 Y-a, j—2, 8, 
，, .这 便 解 决 了 Vyson [44] Bes REUNIR RE B 周 
期 办 道 叭 一 性 问题: l 


C1] 积分 方程 C. 80) "— 
ES, (7.80) TRZETEREBUN RE oot). 事实 上 ， m Millor 定理 , (7.80) 
存在 解 o (IRR. lim ot ty) =o), T Ot) 0, ERHET. TDA T Vs 


的 轨道 OG, NNR n PEER yu (D; 若 (7.73) 在 T RAER SE, MAA 
之 OK) EAE: XE T ARBRE A O00) Eo. Hob By 
是 常数 解 , 即 oo mA, A€ RI, 则 由 (7- 0) 推出 : 


a ifn 
oaa [racist facie ius. 
SATA imO, haat, 

1^, AE ari 


SFR. 
其 次 , 可 证 (7.80) 的 非常 数 周期 解 是 唯一 的 . 
现 设 此 方程 有 商 个 非常 数 思 期 解 pCt), 中 (); 而 且 
， Mir dE 


于 是 ,注意 到 Wake on AE 


vp a 46 sposi ys 9 
eK misa 5, 可 得 
into bcn E erf JAG- ec -be aa * ~ 


una m TAG- [di 


- Map. Bae rte 


f F ~~ 
lb 7^ SEC 
P i 
s(t Siret 
ta, 4<4 
TASA > ROSY), cc RI, Ad s 


T.4 生物 学 及 化 学 三 而 的 应 用 191 
[i 2] lim eO (4-1) ma), k=l, +, n-1, 
事实 上 , 从 定义 出 发 ,可 得 
oj? (t) -f PO ME aut[ $ seal i 
= Trey” Pig lite 


由 Miller 定理 ,对 于 ob#), 存在 实数 序列 {ts}, tyroe, 使 
lim o Q1) alt), 


现 来 证 明 Fm ote) = 09), 
anm 
vot) oC) AFP Hy) + A 


& i 1 ` 
*18 sioe Toten) 
: 1 
-[.ame- Ire ~“ 
-{ 3 BPs}. 
PBL so rra 
TERA Noe, FPC- trid Tata - te 故 仅 需 证 
明 , 当 N-»oo BY, 


af" ATHE nu) Ts a 


e OE d +0, 
可 以 看 出 
1 
t= f’ 420-0 [uy ava] 


+f ane vires tra] 


-ware 
HH Ve>0, SM>0, 使 得 NOMS 
As 1 1 TENE 
If, o oce raar IM Tar 
以 及 
i 1 1 < 1 
| eme Dei inu E ZEN 
此 外 ,又 有 
ty d dart Le dus aie 
IZ 4e oue |< Xm 


yin 


d, 


E MIA EL LE 
因此 , 当 Noo, tros, der0 0000 tme 
类 似 地 可 证 E 
i im Mi =PO, je nd, 
TEL ERA EERIK 66) 的 周期 轨道 是 唯一 WGR 
需要 存 U. an der Heide 命定 7.14 RERE, HWRE). 
RATURA FAR TRAE 
prs Diti, (7.83) 
ES Gm 4-6 shy j-8,--, m n8, ` 
其 中 oon PERS M, RaT WE Lpsehitz 条 件 
LM (e) — Mr) | Lors — Fal, Vra, CPP, 
而 常数 0470, God, 2, «0, ni emm (ni, ms, um) ERY = (Guns 
Gn) €R'|eyz:0, j=l, 7^, n RIE 
^ MO)-8670, Sf a, 
有 唯一 Sti a>, 这 时 ， G 83) 有 了 唯一 XN at 
Int (RL), Hip oso 0. se 
ai m er niani e (raf Mw) Suns =O, 
令 quomo, j=l, os n, 把 (7.83) 恋 成 
j 一 下 (yn 十 他) — Bars oa- 
Ima cans $72, ein > 
Fa, Vh Wu cs 90 EQ ns; 
vi. CTSA APE H eE). (7.84) 5 F3 n " 
为 程 等 价 ; MEDI 
C Dig SLT e D+ Sy My tio’) wor 
(T.85) 
Hoh D=d/dt, gyn, Sy «, S, m, j=l, nsn 的 初等 对 称 
oF Be, M 


" «€ 


n ERIS 


Sim Bley, Sot $ wan s Son M os 
D zi BT t ES wo 


7.4 eB ic ing n E 


如 果 seg, 89 j. WI CT 85) RE FOARE gO), you S 
YO CO UAE y CD 满足 Voeren 积分 方程 š 


MORE IN f At ri A [Qn Ert e d- A (0), £20, 
(1.86) 


^ 


Me 


Shear exu ah t, 

P&o)-to te) * Tl Ties u), 
ee Ge ee eee 
{Sora sat oxp ad} (Pa) 


lili Cx, k=O, <, n 1 WIE YO), y (0), =, YP (0) MURR HELA 


会 : 


h)-N 


. Oo—y(OF | : 
OL YO) 5S (0, 
$ jaco) +8. to) fam : 


0i TRAGE 


HENES, BEAT h RIOR J Area, EOE miner 


AE. 4 
ul = f. AG- 7) M (ue) de EA (D, 
BOY = f. ADE ey Get) de 


+$ rieo HAV), (7.88) 


w(t) -f AVe) M ee. 


5 ^on 


54 TD TNR 
+28 cy AS ^q) 4 Mq, 


194 3. 应 m 
Cy oou, rey d v (f) YD +28: 
由 (7 了 .84) 及 人 (7.88) 可 得 
Yalt) w(t) an, 
Asi) mu (t) Harut) — ot, 
Yn -a (0) m uf C) + Coca + ou UY CE) Ho, o E) 
一 oo- ni 
UI Sok (7.89) 
[I H(t) nu DG) 十 (一 yue 
+ (S's — o4 (83 — o4) ) 79 (£) 
(S8 — a1 (Sa — a4 (S3 — 05) )) ut 9 (0) eee 
+S,u(t) — Span, 
其 中 u(t) EB (7.88), 
于 是 , 运用 Miller 定理 , 可 以 证 明 下 列 命题 , 
命题 7.16 (HEAR [106]) ” 设 系统 (7.8 人 4 存在 周期 轨道 yE 
TPT， 其 中 TCG@ 是 (7.8 和 9 的 有 界 、 正 疝 不 变 集 , 其 内 无 奇 点 , 而 且 
dha ihj 


"3 e Ecl Jes 
W y (7-84) ERA Q 内 的 唯一 周期 轨道 ; 此 外 ， Y 的 方 释 可 
SA GOD, s os 00, 其 中 
ont) us (0) — an, 
ts -1 (1) = Uo! (0) -Founvo lt) — Ona, 
nalt) — uF (E) + (tna Fm) WH? (t) oos eto Ct) 


Oy 30. 


wE up (t) + (8i a) 
+ (Sa-a (S— ar) ) uf (4) 
+ (Sa — o4 (83 — a4 (84 一 oa) (2) eve 
TES. uo(£) — 8,25, 


7.4 生物 学 及 化学 方面 的 应 用 19F. 
而 oC) fh wG) = STAM ot) de, t€ RI 
的 非常 数 周期 解 . 


推论 t f—const., 0<a, 0<p<q, pàzqg, ~ 
b 


K --ae7! |b] (q - pe anre. sp -al a 


1 1 
Tja Pllg— Bl glad ip— qj 
_ (ptg) (ate (avptg) 
nu bU mar), 
at PRI: ER 
Kc LOB UG B7 
的 叭 一 正 根 , WEE CT 06) FEFE — IURE. 
证 明 首先 注意 到 | 
Q- (5 s, ER Ocal, Oc lp, O<e<t/pgh | 
FECT GO) IE RAR, FRI A ee Eh U, an dor Heiden 
证 得 , SFE HE HEB OUR T. ey, 其 中 关键 
证 明 积 分 方程 oy 


wa nf? ACD Muted SER | 
的 非常 数 启 期 解 之 唯一 注 ; B, METRE HN RON 
moms c n 


a 


“vont, [5 MEC ocn. 
"wipe ^ 
其 中 MG) c a/ i-e ett o». 5 
2 RDS LASS TERES De i 


n ds 
«07 [, [n7 wasn 


py 
-—— 


198 x 7 5 A 
设 这 个 方程 有 两 个 非常 数 周期 万 PCO), WD, B d max 19 C) 
—O E70, 则 有 

|M Co) — M GC) | 


«ae|b| (q — et mmm det], 


lec) — “Hols! lip S ITE a acme 


" 2 Ps 


aves z s T à 
LM ALL | a 一 MGbisj) id 
lg glia (pus)) Chisi) ids 
«KA x 
SASK A<4, SEFA. MA pH =p), t€n* 1 


Li] [105] 在 征明 67.807 的 非常 数 解 是 
这 并 不 成 立 ( 蒙 西 德 U. an der Heiden 教授 及 中 国 i 
MERJA VHC RD. So oci RESI CLERC SORTI OD, 

PREM e digg ste f ito ree. “Lido QU R DTM, 
$45 as Helotisov-Zhabotiniskii ink CEPS 
力 系统 的 周期 轨道 存在 性 

Hastings 与 Murray[47] 用 Brouwer 不 动 点 定 响 研 究 了 一 
个 描写 Belousov-Zbabotnskii (Bézoveon-MHaGorumennü) 化 学 反 
应 (参考 Bexeycos [169] 及 JEaOoTRHCERi (1.70) ) AS =a He RE 
的 半期 轨道 存在 性 问题 、 这 个 数学 和 模型， 首先 由 Field 和 Noyes 
提出 (参考 Field 及 Noyes [171]), Winfree [172] 对 这 种 化 学 
反应 作 过 有 起 的 综述 ，Field f153] 提 供 了 一 种 实验 配方 。 Field- 
Noyes 的 模型 大 概 如 下 

这 重型 由 下 列 下 个 M ii Rz KV TH Hit 

ALY X, l 


X4Y—P, 
Hi X-—2X-^Z, 
2X >Q, | 
Z=>fY, 


(7.90) 


is? 


其 中 了 是 化 堂 计量 系数 (steiahiomelrio factor), P AQ PH, 
ili 
NX —WDLO., Y Bro, Ze Cov), 
A-= BrOg =B, 
在 此 反应 中 ， 饰 离子 的 比值 Ce(1V) /De (111) 随时 间 3e femi fin. 
BRE E IU RR eS CE ES RON SRE 
HX, Y, Z, A k BERENE BE ME, WR 
诺 的 动力 学 方程 为 i 
f dX 


六 一 Ad 一 EXYcuBX- 2. XS, 


4- —hAY Ha XY f, (1.92) 


| GPx tZ, 


" (rust) 


"ENDE 


"edi S GNE Field- “Noyes[171]); Lube T E, : 
4,z1.84M^ 23607 T, 71 6x 109 M^ soo 


uer» 10 M ado kam 4x 107 tsb, 
qpoy AEB 6X1Q "M, f, Is Go00792-0, BOG. 
LE ERA r, Y, E, T, $, w, GNP: Ape 
[Dir0 = X e pes 09d 10°22, 


A tk AB) NAM 610» 17, 


-(&By ums TU «30, Dp -H EA. g 978 10-6, 


d= Faso"? NOS 6195-0714, 


1569 ^ 
这 样 一 来 ,方程 (7. 99) AL Te UR IO SE Ely 7n 


498 ' ?. 应 FÉ 

"UU pf, ro yD D 
WUMBHUOR UA 
ER 


(7,94) 


现 来 讨论 此 三 维 动力 系统 的 奇 点 有 物理 意义 的 ds ACH. 
(0, 0, 0) X f'o— (Zo, o, fo), 其 由 
£m 


s Zo= To, Yom 


9 机 [1+7) — qal, 

2gzo= (1—f— Hind f) +4q QE fy", 
(和 有 物理 意义 的 奇 点 (vo,go，zo) 应 满足 >o, oozrg， ro 0. 0, 
9, 9) 是 不 稳定 奇 点 ， FREI BLN E 


和 一 Lea tw) Mi+ew— 5 )rwa D. 6, 
其 三 个 根 Ya, Me, MUR CC ket 有 一 根 其 
正 实 部 . 
HTAA no 对 应 的 特征 方 释 为 
atan tlate=0, 
其 中 
sela Cri ?] 


esL ea) G- D+] 


p (2qast ao (q —1) +f] 
+w[ sijo *G &22)e (1 -s)], 


em was 2g --q - Cf —1)]. 
JURE ET PRA NUS AERE E RARR ERA, 


7.4 Hime ry op eR Rl isa 
a>0, c>0, ab—c>0, 
BUR. fo1-9597 0 0« f —1 wt, A 


Bes -D £- Sta-r-gr icai pvo 


Il a-r -g]>o, 
i a7-0, ME VF>0, q>0, w>0, 有 
c= wso[2gro+g+f—1] 
=w Afg) tg OAF, 
PEAR fo 为 不 稳定 的 充 要 条 件 为 a8 一 ex<0， 如 果 有 


0<w<= Ay Eja- 1 EF Ta 


| TAB QQgas-- es (q — 1) + £1", _ (7,98) 


其 中 Ways (F429 )oot 1o, 则 有 ab- octo, 而且, 落 不 
等 式 (7.95) 之 右 方 汶 正 数 , 便 有 MK 

! NEM m9 (g~ 1)f«0, l " ^U (99 
注意 及 2qeo= (1—f—4)- E-F mU 48.876 
_x10°%, RR 


odium 


TARER.. i ud e CE n 
z-{¢, Y, 2) emicat, gita, len D ` 
noi s= £l 


B PRDUB GREECE 948 7d AC rom (2o, Yo, w), Fete, ym 
Yo, eee 这 三 个 平面 把 B. 分 为 八 个 子 区 域 ,如 图 24, 


+200 voco ER E 
8p ELE ECT :94) de (Coy, 2), € 77 0, y270, 277 0Y 的 
MDE AGB Py, ini JM 
^ 轨 间 不 能 离开 B, UE fc 
moa (7.9); (7.96) 
” 其 G7.97, 政 (ze yo, 20) HA 
BEA, 系统 在 (zo, yo, to) 
("Suna OV SERE TE RC 
Eon ; ERREEN, Am 
By: ewe wi, Icey) ^ o GAL w, ST LUIE DH. B6 
ie j t wa SeHutt 2 Hes BEA Bua B. 
: , 前 轨道 不 能 停留 在 Ba R B: 
Hm MI FELBSCBLU B UL 
000 ERRERA Ba R Bu 进入 
DA Bs, Bay Bo, Ba Boyt 
R Bo U LEDGE MEA, 


Va WKS: 
cmo, ANCUS, so 
SES, WY Yo, zo: 
Be apr SM. Bos 
轨道 或 者 米 自 召 ZA Sox 
Bs, Ee EEF JUDI 


B, Bj» B,» Be Esos B, > By, 


E 


(7.98) 


Ec 1 E EISE 
REB B HEUER omo, ik >0， 因 此 B B Mul 
或 者 趋 于 奇 点 ro 或 者 二 Be A= te, M 
Peat cab teas, Wi Wyman Pete set DU ca ey tE 
Ac, || BS ber ns On Eoo ERE m eB, 
AML I MY ro). Ba VICE UPON S FPE REO RS - 
Fi, y, 2) ER go vl/g, gut ma, 2m), 
Fe (a, 9, DEP | aycu /q, y= go, tea}, 
an, y, s) CPS | me, gutem dex Ae) 
可 以 看 出 : SRAAECT-04Y8 Pe Pa, Pa SAMRAT Ba 之 外 


?4 


AS irap 30i 


mH BOB. 出 发 的 轨道 示 能 进入 Ba 内 事实 上 , YE PY, z<z, 故 
Li AE RUE Zu 32 Fs dm fa U ayuu ^ Qo Eae 
ORO. d£ Éa RIED- ORE, e gto, 
Lo qe, "itii i "NR 
Jf <0, M e € [os 1/91, YE Qf, Yal, ~ 
c | 70, * DEC, m), YE Dos, yo). 
ERK (O/ey g(a, y) -1— 
20, Vert, B| yizo, go) a 
7-0, HC guo Mt, gno, 的 
Ce. Cary M, gle, y) 
SO PPAR, RANY RE E] 
gz, wb, 2€, api 
gG, Yo) <0, BE C, TAT, 
n 述 不 等 式 成 了 i. 
T). reae, 


us — A E 


> EE o : 
qoi— Boer iu 


所 以 在 2 一 zo BIR g(a, yo) EXPE 
ne M: AE 


号 的 ， d Dag sm meanest go, wo) fo 
epum dro Os Ly H ate me 
特别 地 , MERS Oe Py), Br DE A BV Beth RE A OC 
“PEAR 内， 向 型 可 证 ; 自 BV Bs DARA EMC Bs Pa, 
”其 次 , SARA HI CO OM AP UN RE | EA 


+208 TE 用 
JOE, .在 Bs, uo, 故 22-0, 又 沿边 界面 Rmx, letto, 
3254 o, 有 sglme, y)>0, TE a= zo, Y= Yor leu 处 ， 
有 .<0， 所 以 Ba Pi E atte gor zat, 但 不 能 进入 B, 
或 BJ， 同 时 , B. 内 的 轨道 亦 不 趋 于 奇 点 (oo， Yo, Zo). 于 是 B, 内 
fiu d OFT soe 相交 并 进入 BoA, WMA, B. 内 的 轨 
> 道 直接 进入 B 内 、 
现 转 到 讨论 Bs 及 Bom 
-0 形 .方程 3 一 0(ez 一 分 决 定 了 一 
个 把 Bs 分 为 两 半 的 平面 (在 此 ， 
注意 及 o=), ETERO 
<a at c0 HERA). dH 2-0 
moss (ery (e — 9a?) / (— 1)) DEBE si 
的 曲面 , 进一步 把 Bs 中 满足 eu 的 区 域 分 为 两 部 分 ， As 和 As 
车 中 分 别 有 w>0; 22-0 及 2-50, 32>0( 见 图 26), | 
区 域 A CREM gogo, Loca, lese, 可 以 证 角 ， 
Ax 中 的 轨道 必 穿 过 平面 g— Vo 而 离开 Ay 进入 BH. ERE, 在 
da REE emm, gms 上 ,有 C Mo 
J= (s) (fe-y—ay) « QU) oum) | 
= (1/8) [Cf —99) — y. ; 
JEJE Yor feel (A+) <f, 所 以 
Y< (1/8) [xo(.f — 9) — gu] = a/s) (fren Yo aug) 7-0, 
,没有 轨道 能 穿 过 2-0 或 2—0 AIF AH 2=0, P 时 ， 我 
MH 2 27-0, 而 当 4 一 0, 9-0, RE i g(1—2)7-0), 
3$ 22-0, j—0, JI 2-0, HH — «20, UL Fane, 任 
. 一 进入 和 的 圾 道 必 离 开 As 识 接 进入 By 
FELL HS Bs 内 任 一 击发 自 2> 这 区 城 , 然 后 与 六 面 z~w 相 
BEM) SUR; 必 进 入 A, FEKE, 在 交点 处 ， 2-0 及 0<2=wz, 而 
且 若 一 0， 则 B= w3 yl —2)70, BiU, E5 z= 相交 以 后 


7.8 三 物 学 及 
Ip bd a0 Ei-0, 

AB XX HS: Bs 办 任 -轨道 或 者 穿 过 go 而 离开 Ba, d 
入 AGRE SIEM: IB gogo TREE Bs), WE, 车 不 然 , 则 
轨道 将 永远 留 在 平 而 mr 之 上 或 之 下 ， 这 时 了 AT 4 mam m. 
可 是 , 因 Bs 内 任 一 轨道 不 趋 于 奇 点 , 故 这 是 不 可 能 的 、 本 

总 之 , Bs. 内 任 一 轨道 必 进 入 By. ARATE, Be 内 任 一 轨道 
必 进 入 Be, 

RU, 讨论 进入 Po GR Ba) HR E D 阁 此 轨道 来 自 B;， 
MEEA Ba， 但 正如 上 述 ， 它 随 着 穿 过 平面 yos (但 在 直线 
$-—0 ATER By SARA Bt yO, ETRE 
有 内 ，23>0， 所 以 一 旦 此 轨 遵 进入 B 中 满足 2<0(z<o) 这 区 
R, ERIE, 直到 进入 Basi; 另 方面 , dc 5<0, WA 
gio 055 — f2—- $4 <0, Hey PARSE, TTR AREER Ba, GP] 
zj0， 故 此 罗 道 必 穿 过 平面 一 :而 进入 B. VOTE b.e it 
形 . PECTOS) RBIS I 

Ml 7.1  CHastinba'Muiray[47]) PERSE CT. 9 由 满足 条 件 
(1.95), (7.98), (7.97), 则 人-94) 存 在 周期 就 道 . “六 

证 明 考虑 满足 初 信条 位 20 € [zw 1/43, 960) € i, wJ, 
Koen: ar), Co, 202). ,于 是 TOME AS 

与 Ba ROEM Fb. 出 上 述 讨论 知 ， E: 04 r(T)€F, 
SR Un e 3o» tol. 则 这 种 TREE DR, MZ 
为 多 ~ Trio». IRE UBI AL n PP 
pry) =T), H r(0) To, 
A m pr) ro, 
是 连续 的 . TOME slbi, p eae ea ANE 
系统 人， 94m dH. n 

”为 了 同盟 pHERE TO RMA sanus Dem fiti 

CF, RATER. 00: fo S85; 


Lb ait 203 


24 ?. 应 B 
CB) roy i Mos $ 
UC) VECE) (HOC UN, pius dio, BH y= 
s A Ho); ^ " 
COS) ES REOR wan. 
p PG, i. 0 
MELIA MNR pc GG 运 
用 Brouwer 不 动 点 定理 , 马上 证 实 pi; 
7 ERF ro ETIR: KEC- 951: 6 t 
DB, 3T : 、 周期 孝道 . 
= UNTER s FERET. 9: re TRR 
d Ma, tos (7.99) 
à Mae 29a)  s(1—a) 0 r^ 3 


Bim Melo gfe o TEAao f/s 

OW oA ce s o mi 
Xx u-r- ro, RIEBE M 4 AER 1s co, 另 两 特征 根 Aa 
prenio: kar pas odas TAM ier mm MN m 
REET ANE IS PTB: C 


be. Meese dea ve, Gh 
: . DE ras pha 9. o HEB" Pr . IU 
1 ; ‘a ies ; wes 


Ue LESTIE fo, vaaraan i sa 
方向 e 的 直线 ,Ya>0, BME Our JURO Gro eb RIP 
i oroma, 
EN Oa 都 基 以 工 为 轴 前 本 图 往 醒 ， 沿 着 系统 (7.99) 的 解 曲线 ， 
4^ eios xv 


Coito) = pavit pavi (24 eB Gea), A 
SEARA CT 99) 8 Ma p Po PILAR IE Qu. Ho Rm — To] 充分 
小 时 ， 系 统 人 .94) 的 轨道 仍 有 间 样 性 质 。 BRT, BRR 


7.4 Cp [p 


(7.94), Ep 
di 
AF w, f, q) 


(PARA AR n mo Ap, Mh Ay EB ARE GR dU D, NJ 
di 
《pa piy — Bap) + 25api-t-9(1o]*) .. QA lol ig). 
现 安 证 明 ， 存在 OSO, Er nr C PA(IU B), W) pto MA 
而 在 B GBIU BA i i 
2 
RSA LOB PRS B. BE, WHR ER 
Ar«tO, 1—29<0, -poti 9249x940; mam Mè= re Fui 
件 是 满足 的 . : ， 
对 充分 小 的 a0, 4 y- OF, RR y. TRE G 
HORE File oro) AERE On bh, BRS LT 3 (BsU Bo), 


它 不 能 与 Ce I, 故 CT) EG, 1 
7.4.6 描写 生物 化 学 Michaelis-Menten were = 维 动 
力 系统 的 周期 轨道 存在 性 


Dai[48] 讨论 了 生物 化 学 中 的 Michaelis Monten’ SUB (参考 
Michaelis 年 Menton [17¢]). KARKEA BB Ba 
HERES TEHUS NOE RO A ME Ay Age 
RU RE E RERET P, LRT TA 
学 符号 表示 ; 

pA (Ra) 
‘as, gp) 
这 里 ; E, $, A, PAIRE RD, RP HN, at 
ELLO) E FUL e A Caw of mass ace NN ER PE EC 
分 方程 组 $ 


Big 
五 +BS 4 ， | 


296, ， LE 用 


e B o IO AYS + ksA, 
ha 4)8— (katka) A, (Ra) 
"| OP iA, : Y 


di 

其 中 ki, hse ER, Be HS, 按 假设 它 是 常数 . 

(Ré 没有 非常 数 周期 解 . 但 如 时 考虑 恒温 化 学 反应 ， 它 发 后 
在 一 个 由 薄 肛 围 成 的 空间 内 ， 而 这 空间 则 浸没 在 一 个 储 有 浓度 国 
定 的 反应 物 和 产物 的 池 中 ， 基 特定 览 质 穿 过 此 薄 蜡 的 渗透 率 是 该 
物 夺 的 浓度 的 泊 数 (或 者 是 别 一 物质 的 浓 拱 的 淆 数 ), 这样, 反应 
与 渗透 的 配合 产生 某 种 反馈 作用 ,从 而 使 Miehaelis-Menten 机 制 
出 现 某 些 有 趣 的 现象 ， 如 考虑 薄膜 的 浴 远 率 在 内 ，(Ra) 这 系统 可 
BH qu s 
Us g. HO, 4)8-- I A Hha PSS), 


(Bs) 
Sp hAth P), ; ] 
其 电路 及 he BERMEAK, 假设 加: 是 P "TT BEX 
hy (0) /CLT (B/a)?)s he WARE SEP NER. ， 
. Hahn-OrtolevarRoss [175] 用 数值 计算 显示 (Ra) HR RT, 
相应 的 参数 值 为 
k,—0.2, ha -0.01, ks—0.1, E,— 
S*=10, P-o, m08, hp =0.002, 
hae 1079 [1 + (P/ae)?] t, 
[48] 用 .Brouwer AR i 2: HHP Ms HENE T SAL RA AE 
先 作 一 些 简 化 。 令 
2=8/S", y ks A hp, z— Pm, 


7A 水 驳 学 及 化 学 方面 的 应 用 E 
t= (kE) 7v, u= hprk,/ ES" kika, 
v= (kat ha) hy bs ES", 
at ip / ba", a= bpz/ hb; Bn 
b — hs(0) / ka Es, d= hp/k By, 
系统 (Rs) 变 成 下 列 无 量 岗 方程 : 
a 
de FCy, a, b, d, u, v, w, p), 
ym, y, 2) 
ac "E 
| dec 9x9 cups», 
LS MR . 
re g- azy — vy, (1.100 
dz - 
i dcc 2). 


以 下 一 律 假设 p>1 vou, a<co, co>0 为 某 固定 微小 常数 . 
现 来 讨论 系统 (7.100) 的 奇 点 ， 奇 点 (zo， Yo, z) BA TIJA BBE 


定 : ox y 
MEET Un) 25 . 
4, — aZe — Verc O, ` 
. Yor 25770. Ax ct 
于 是 有 ge ze/ (vta), Pee 
leggo [1a (eem 5 
ee ee te [e+ a(v—u) oF (oe. P 
: (7.101) 
可 以 证 明 ; 
3U 1(Dat[48}) 设 5 
2 (a—u)(v—u) 
b> max2[ z= we 2, tarua toi 
(1.102) 


Ti B vl, 则 存在 唯一 的 zaE (0, 1/(a3-)) W ET 8 QM), TG 
且 当 P 充 分 大 时 , zo€ (1, 1/(e+u)), E 


E ' ?. 应 用 
在 奇 点 (to, Wo 2S AERE CT. OO ERIK, BURIAL, ORE 


阵 为 
Fi BY c " — rz (o—wu)] 
| ( a LES en ro deat 
ub Je ~ (amt). 4g E. 
[DN a 
li 0 d c4 j 


pA ws zo) 的 稳定 性 ,可 通过 研究 M 的 特征 方程 来 决定 : 
O—9(X) —-de&(AI — M) —A*-4- AM HX4-O, 


ic em 十 iD) 70, 


— dgiys(o — ws b. xs 
e von EHS +d(v- +8 w eet) irz^9 


902) 一 0 的 一 切 根 具 人 实 部 的 充 要 条 件 是 
479, 070, AB—070, : 
E40, O70 已 经 成 立 ， 故 (zo, Yo so) 是 稳定 抑 不 稳定 ， 视 4B 
一 0>0 或 <0 üjE. 
为 方便 起 见 , 令 


Meu b ud 
Da tee ty mr, 


NE b Jeg e 
E EC a +The Fy More), 


FeQ-( 


n. eso (o — Wee 
B zL) * 


7.4 生物 学 十 化 学 六 而 的 应 用 
AB-0-(dA-D) (dEA- F5 —d(Ga- F) 
-dE4d(DE—G)-- EF. 


Bibl AB—O-<0e> 
G 1. vaL DR 
LZ A (DB-6y ADEN Yd ELE 
(7.108) 


+ (DE GP ABBA, 


我 们 希望 x 
- =~ DERG 
(DE— Gy apar=o, 


E 
ww 满 是 引 理 1 的 条 件 


以 保证 20, 可 以 证 明 . 


5]38 2 (Dai [48]) ` Xa 5 u, v, 


(7.102), 4 
pom (G+) (e--1) fa--v-- (1— a) (+20 


—2u))/v(»v—u)u, 


RB p7 po, N G>DE+2( DEF)”, 


i 从 而 dz- 0, 
所 以 , 若 选 取 p 充 分 大 , WEE. d WALCT 108) , W AB — 0.0 


这 表示 奇 点 (zo, Yor ENTRER. 

现 来 晓 出 系统 (7.190) 的 一 个 正 向 不 变 案 、. 
_ BRESA a, b, tz HME CT 100), EROR o RAK, d 
满足 (7.103)， 于 是 (so Yo, Ze) MATS TELS DC AL RU ME CARE) 
4A. DHS 20, y—0, 2-0, vee, ee 
(1-2 =0, 


一 > 十 aoc 十 一 全 一 = s 
&— amy — vy 0, 
4 一 2 一 0. 
yO 决定 一 个 通过 4 轴 的 柱 面 ; 2-0 决定 一 平面 (通过 a AE 
i, $—0 所 决定 的 福 面 把 RS 分 为 两 区 域 ， 即 9>0 及 Jy<0， 同 
FE, 2-0 所 决定 的 平面 把 RÀ 分 为 两 区 域 : 20 5 r0. 2-0 


AD 7.8 oF 

定 一 个 曲面 ， 它 通过 直线 as 一 1 yatu), I MME TE Te 
h(a, y, z) - —e--agy--uy OCEL 28), 5 一 0 所 决定 的 曲面 
把 RI 分 为 两 区 域 : 5>0 X 20, ' si 


ERI ELI BW. 


B~{@, 9, DER JOKERI, oye aig 


OK<. al. ; 

以 下 将 证 明 ，B JERÉECTLIO0 IEMA. H5 15g, (we, 
Je 2) EB 可 以 看 出 三 个 边界 了 e—0, y~0, 220 上 的 向 量 场 
均 指 向 Int B, 


TE VIS SE 
z= 1 Osa O<y<—t_ 
atu’ , z G4-u* 
zi : 1 
有 f au O 
ER I ya, o<e<t, Ore i 
“atu? E Ed atu’ 


T 


有 dee) (niim). 


7.4 生物 学 及 化 学 方面 的 应 用 ani 


1 1 
-1 < a EN 
在 边界 面 2 一 TI，0 WAP Ose atu’ 


有 i= —14 (a+u)y<o, 2. 
TEXT 100) Ki —9 y (2), 4€ B, 3 y (9) 5 B Wie z= a+ 
u), y=1/(a+u), 0<z<1 相交 .， 则 有 2z<0,y<0, t=O, it 
YGDABBBOT B. [HE 7Y(9) 与 楼 z=1, y—1/(Qa--u), 0<z 
<I/(atu), RAR cml, z=1/(a+u), 0g «1/(a-4-u) 相交 ， 
7 了 (9) 亦 不 能 离开 B. 

Br EA B ERAT 100) HE BS] 

用 平面 > 一 ozo，g 一 ,2z 一 为 把 吾 分 为 八 个 子 区 ， 

By arl, yo<Sy<i/(at+u), OSa E 

By Oclx«ay yemas d (aru), Osca zs 

Bs OSES Eo ORY yo, OKEE Zo 

By Wool, VEYE Yo Oeczezus 

Bs semi, Ong uo, zy am 1/ (a +u); 

Be morel, w<y<i/(atu), s md (aru), 

B; O<e<a,, y<y<i/(at+u), z,«z«1/(a4-w) 

B, Oxc«m, O<y<y, UIL (au). 

El Bf M. 的 特征 方程 , 设 da, Aa, As 为 其 三 根 ， 则 Nhahs 一 一 0 
<0, HH Ge, Yo, zo) 为 不 稳定 时 , 则 必 有 一 个 特征 根 (例如 24) 28 
负 实 数 ， 其 余 两 个 是 一 对 共 印 复数 ， 即 ho doa, Mao — i95, 
c>0、 所 以 存在 一 维 流 形 S, 使 得 (7.100) 任 一 与 5 AEN, 
34 ico 时 , 趋 十 奇 点 ， 对 应 十 Ma<0 的 特征 向 晤 有 下 列 性 质 ， 

引 理 8 (Dai [48]) B(X, Y, DERE TF 10 fU UE TAI 
WCX, Y, Z) UIA Bs 或 Bs, 

以 下 讨论 (7.100) 的 软 道 y 在 五 ARA. Suid 

引 理 4(Dai[48)) AF Be RBs, 有 下 列 事实 成 立 。 

《 甲 ) 除 却 与 稳定 流 形 相交 的 轨道 外 , 没有 轨道 能 永远 留 在 Ba 


uM Tm "Án 
或 BB 内; : pt. 
( 乙 ) 有 一 条 轨道 自 B. IST AD, 另 一 条 则 自 Be 出 发 趋 
THA; i 

- CB ps h AY ER BRR RE BE A Bs 或 Ba 

证 明 IB YD, ZdBHEZGR WP 9s Py W g EBAN (n ve, 
2)Y; Veg) MLAB EL FAR RIE Bs ^ 

Fue £u, Co <1, OLYEN 

Fu y= 

# Fu, Wc, Hiey-ce0, WAAD EM EMEA R. 
在 Fas, Y= OU. ayo) — vY 0, MK y CO) HEX Bo. HE Fas, LUU 
Hpze-o, "ub, > ; 


f, y, 2) 一 cba Fui 


z4- 2. 


内 为 qe 
2f 


EL. 9, 
akti JG, Y, 22-30; YEO, di), d 
fme 9592) «0, 2€ (2, lO uw), 
FEL fme, Y2) <0, YEO, Y), ZE Gs, 1/4 te) Bl 2-0 (fc 
fu). N 
AR ?Kg 与 下 列 任 一 线 中 T : 
Bi (Go, y, 2) € RP [0- 
"Sy (o, y, S CP [zy 1/Ca-k u), mos, tels 
Sam (Gn, y, 2) € P^ mcm, Yr ao, domm), 
p YD aieo B. WE, Ha) oh Ss HE, 则 有 
AcLA YOY 2«0, 
& RA. B. BHO SAK, WA. 


ge, Bm ihe, B= Leh, 


arem zs 


4.70, 2-0, y= 0, 
i v0 5 Sa 相交 , 则 有 


FEEL Y GO (JE Bs. 
(^8«0, 970, 2—0, 


Y y Cr) SR Bs, 
Hehe, WAR YGO REGE Bs 的 请 形 。 由 二 在 Bs Wa, 2<0, 
YOM, 3-20; HN to; y (DEA E HL npe, By aetas 


似 结论 . 1 
2c BTR yGD 的 行为 , 先 讨论 由 2-0 决定 的 曲面 的 
特点 。 MEW. 此 曲面 落 在 区 域 BSU BU B«U BsU BiUBe 之 


Vul 然后 证 明 : ig Ihi I emn, 交 于 角 29 所 未 的 曲线 , 与 y 一 名 交 
FA 30 FRAT RUE, d : 


P ash 
| deln de) - 
"E 
gk, venian) 
S yte m» li 
m 


L mi: "Wm o ET 
TERE 2, € (0, 1/(a-r-9)1, REO p zm IAE Es MS Rem O 
时 ,有 


D 


EM 


Ve tecy+wy+b(l—2) +6, ~ 


Ba ARM 


3$ 3,770 时 , 此 交 线 为 LE 
Lim, go aan bi E i 2)-—0, 
(0,0) yy] , FSB. 
Y CERES Se WORE. O<a<e, 
E(ag)=0 I8 PRTG BL PH 31. 


PELI. ne 

seme DR E o bane). Dis, 9) n0 RO 
图 形 见 图 82. E 

DOE TH. omo. 

Lo, d) - OBS RERE. 


a 所 以 ; 4 z AEH SE oo BY, 
; t i ME y os MB eo d 
ms EN B 1/(2--w) MA ze 


Bb ya "T Yo Wi vs MAAR ms DX Bl ys AE D, ros CELTAE 
Hom dE LC, g)-0 8. : 

yny 的 交点 ] ， 这 吉明 
z=0 所 决定 的 曲面 菏 
dei BLU Ba U B: U 
e 2A. A 
位 在 t>o ZN, Ba 

n zen 2A, d m. 
0 Bro s B0 Hh T j Bs 
3X Bs 不 相交 ( 毒 点 (ou 

Je CERA. 2-0 所 "En 

OPERATA oo, M Ar PER I EE PR, : 


PR, etary uy iz (1—25) —-0, 


fa 生物 学 及 人 学 方面 的 应 用 das 
BY wo/ (m, H) > (at Bm, —1)) / (a 3-0), MERA gm C 


十 (oo — 1))/ (aa, + u) (9, 


出 发 ,上升 至 点 (go, m), 
然后 再 上 升 ， 趋 向 渐 近 
H y= ro/ lazit), 其 


和 草图 见 图 29. ane —— 


2—0 所 奖 定 的 其 
面 与 9 一 go 的 交 线 是 曲 
RMN, 

MN, —e--acy,4- 


yey © oy 


b. p---————-4-— C 
wetiigü-6-9 a ura Cnm 
此 曲线 有 渐 近 线 z 一 图 ss 


ye Gay). R ugo/ Qoae) maf o c/o, Hd / C 


AM 2-0, y=0 及 4#~0 这 三 个 曲面 
与 子 区 相交 之 情形 


HH Fa U Fa, RISO. 


+b--aye)>b/(1—ay.), Bh 
HA H om (buy) /C +b 
— aye) HB, RREI CH v 
减少 时 ), 通过 点 (zo Yor 29), 
BLA, BAER 2 一 wy。/ 
(ce). 此 浙 近 线 位 在 界 

BUT RL, &—0 所 决定 
的 由 而 与 平面 omo Hy 
Yo 围 起 两 个 区 域 : 


R= (G2, y, DER aval, yeyo Deo, Pom, 
Qo Ram (msg, 2) ER aon, YP Yes SAA, (Hr 


. EKOh.. tat 
Ric By, RCR, 


nM yen i eid 


?. 上 应 A 


o0 ATG Bot Be) PARTUM, RES R amy, 


1-0 这 三 了 
By BST. 

i * Bs, BATT OR BH. 图 Ba， 

— (Gr, y, 22 € Be] 9ez0, 20, 

E Nes 201€ 4. 

Base, y, 22 € Balz 

y , DEB, 

v DCB 

2)€ B, 


3x0 


xd Hn, Re, Ro Ste ine zT 
j pin, 在 B. «Pre 
Baci, y, 2 € Bolaz-0, 20, 
"EL (Ur, y, 2) € Ba] «c0, £0, 
ae (ae) 


-ia 3. 2€BH«0, 2 


i e Pok. 


ce ames Cae: es 


SK BDait48]) 


NEAR DIETE, DUREE Am 


, yD, y>0, 


TRL, >O}; 

Who, YO, RPC}; 
3589/5, VEY, 2801, 
VRD, BX Ag, DAR: 
Szoby 7 


DRD, Rena. 


Ra, By, By 则 在 s= Oz E. 


ajuri bj: ` 
‘g<, Lee, 


Tao, 


RXR Bo) ft — WI URS ut A BR AR Rs 


(R Rea), BEREK APSR AGB) AH: Raa Rou) Mi dt 


A RiR RO. (BAR 34 R29.) 
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证 明 《〈 甲 ) 先 证 明 yC), g € Ras 只 可 能 穿 过 2 一 0 进入 Rus 
( 乙 ) 青 证明 自 Ra, Bas, Ros, Ros, Roo 出 发 的 轨道 必 进 入 Roa, 从 
而 有 下 列 可 能 性 : 

By Rss—> Has, 
By Bac Roa, 
Ba Bs Raa, 
Rss —> Haa Has, 
Rag Ra> R. 

先 讨论 ( 甲 ). 

FER g € Its, ESOS ya). 

y(g) 不 能 穿 过 2=0 上 升 入 2<0 这 区 域 。 事实 上 ， 如 果 是 这 
35, WA 2— dg 0, 从 而 y (m) SERE 2-0 RE 2770, 矛盾 . 

7y(9) 不 能 穿 过 曲线 2-0, 9 一 0 RIF Re, PRE, HR, RUR 
2=0, i-dj-da(1—a)770, HM 2-0, y-0 A >> 
0), 378. 

7(q) 不 能 穿 过 曲面 y=0 离开 Ro, MIL, HR, Wye 
一 ey)>>0( 坟 7(9) 与 9=0 相交 后 , 92770), 这 与 9<0 HFE. 

?(g) 不 能 穿 过 曲线 = 一 09, 2~0 而 进入 区 域 Re 或 Hass BE 
E, RAVE i (ext wy>0(>0), 这 与 Res 或 Ros h 2-0 相 
FA. 

所 以 , 只 存在 一 个 可 能 性 , 即 Y(q) 穿 过 4 一 0 进入 Ro, 

现 来 讨论 ( 乙 ). 

设 7(9), 9€ Ba, 1D 不 能 穿 过 2 一 0、 再 有 , 由 于 5<0， 一 
BYOB “一 zu 后 , 不 能 返回 再 与 ~%o 相交， 因此，7(9) 必 
进入 Boo, FEI 7 (QTE 2-0 之 下 振动 ,而 这 意味 着 当 tooo, z(t) 
有 一 极限 点 (在 2 一 0 ZF, 2(0070); 另外 ， 因 9>0, 故 y(9) 在 
B 内 趋 于 奇 点 ， 这 与 引 理 4 相逢 盾 . 同 理 可 见 ，7(9) 不 能 在 Rai 
与 Ha 之 间 无 限 次 振动 。 再 注意 及 在 扇形 区 APS, 270, 所 以 


AS 7. 应 m 
Rsa VI IO Pi ED TER APS 进入 区 成 Fs 
任 取 q€ Bu， 考虑 轨道 7(9)， 则 或 者 7(9) EXE 2-0 进入 
Res, 或 者 Y(9) 穿 过 20 进入 Fas. 
注意 此 时 y(q) 不 能 穿 过 y=0 进入 Ros, WKE, yg 一 0=39 一 
Z(1—ay)*-0—y(g)5j y= 0 相交 后 ，Y 守 0， 可 是 在 Ros 内 y<0. 
再 有 ，?(9) 如 进入 Bos 后 ， 不 能 再 与 < 一 0 HAE, 事实 上 ， 这 时 
3H i= (an-tu)y— pbe "(1 —o) / (1-25)? 2- 0( B] 2<0), Tfi ice D 
了 7Y(q) 与 2=0 相交 后 必 有 20; ME Raggz-0. 再 注意 
到 ss 的 定义 , 结合 上 述 可 得 结论 ，Yq9 E Ra, VO 必 向 于 走 ， 穿 
di2—0 进入 Baa 
EE yla), 4€ Ras, WE AAEM YOA Rss， 或 可 能 穿 
BE 2-0 进入 Roo, (HIE, GE OY(DREACT Ros, WIES y (9) BERE SE 
过 z=0 向 上 跑 ， WRR REALE Poo 进入 Ba, Soy (o) 最 终 必 进 
A Bia. s t 
总 结 上 述 , 可 得 (9), q CDs A PIN hE 
“ Raa Ha Ras, 
Ba Ha> Roa, 
Rao- > Rza —> Fa, 
Ra Ha, 
MALAE, IEF yig), 0 € Be， 有 于 列 可 能 路 径 ， 
Ro > Ba Boo, 
Hos Rei Bos, 
Bo Ry Roa, 
Ra? Ha Rs 
引 理 得 证 . 1 
余下 要 讨论 的 是 B, B, B, Br 庄子 区 中 的 轨道 的 行为 


7.4 HD RAS A FRE FR 39 

关于 Bi( 或 Bs)， 情 况 较 简单 ， 则 面 2-0 及 y=0 把 B.GE 
B,) 分 为 四 部 分 、 平 而 4==0 与 Bi( 或 BORAX, KERR EA, 
或 者 2>0, 或 者 2<0、 这 表明 Bi 中 的 y 必 上 升 进入 Bo 而 Bs 中 
的 》 必 下 降 进入 Bo. 

关于 BCR Br), z=0 和 2 一 0 把 它 分 为 三 个 于 区 .特别 地 ， 
ROB, 而 ROB, RNET ERAY NER TUE 

引 理 G(Dai[48]) (9), «€ RR R) DSI ROR R) F 
过 -ge 进入 BOR Bs). 

结 含 上述 各 引 理 ， 在 B 内 的 轨道 (组 成 稳定 流 形 的 关 辣 条 除 
BR PORE PENES YE B 内 振动 : 

By Bye Ric Boo Boo» Ba—> Ras Rak Br Bi Ba 

(7.104) 

DEN 因 7 不 能 无 限 次 地 循 小 回路 振动 , 故 它 必 重复 地 穿 过 界面 
Fu, ; 

SW 7.18(Dai[48)) 设 引 理工 及 引 埋 2 MLB He ME R S, 
Ju) BEC? .100) 至 少 存在 一 周期 轨道 . 

证 明 方法 与 Hastings-Murray [47] 相仿 ， 现 仅 介绍 其 要 


考虑 轨道 y(z) 一 (z(z)，g(z)，z(z))， 其 中 (0) € [zu 11, 
YO) € [ye, l/(au)), z(0) -xzo， 故 y(0)—yo€ F— Fil Bi 与 
Be 之 间 的 界面 )。 于 是 , 24 y(0) 9 (ee, Yo, 25), FE P = min(T | T 
0, 7(T) EF}. TERZA P. FP 

PHO) =7P), 当 7(0) 关 (oo Yos x), 
P(e) — Yo Ye (to, Yor 09). 
事实 上 , 企 是 由 下 方程 决定 的 ; 
2(P, yo) to, 
BD. BAD gu, Z=, mcn REL, ASO, abe, 
HISO, 故 与 此 械 相 交 之 前 ，z>a， 而 这 种 轨道 必 是 来 自 Bs 的 。 


220 7. 应 用 
可 是 ,， AF RAPA AEE Bs, BRULEE Poincaré BRAT 
HR Y—Yo, Z=, M<KO<L 3E, MBM aD, yo) RHF AA 
切 ， 出 隐 沙 数 定 现 知 , 分 (yo) 是 连续 的 . y。 是 此 映射 已 的 一 个 不 
动 点 , 其 它 不 动 点 则 对 应 于 系统 (7.100) 的 一 个 周期 轨道 . 

为 了 证 明 上 映射 忆 存 在 其 它 不 动 点 ， 我 们 证 明 存 在 光滑 曲线 
ACF, 使 具备 下 列 性 质 : 

CH) vA. 

CZ) AMHR, E = 一 ao BE yey, 大 的 其 余部 分 全 在 
FR; 

CD 六 把 三 分 为 两 区 域 , KEG RRA y HEP: Oe. 

Xi P, G->G 应 用 Brouwer 不 动 点 定理 即 得 周期 轨道 的 存在 
性 。 J 

7.4.7 描写 生物 化 学 Michaelis-Menten 机 制 的 三 维 动 
力 系 统 的 极限 环 瞧 一 性 

Dai[48] 还 讨论 了 上 节 的 三 维 动力 系统 (7.100) 的 极限 环 唯 
一 性 和 稳定 性 , 所 用 方法 雷同 于 Hastings [109]; 考虑 


f de. y aay t+uy+—_—a), 
dr 1+? 
wo Bl e any ey, (1.100) 
dz 一 
| ae d 


其 中 a, 以 是 小 参数 . 
现在 勾画 其 证 明 方 法 , 略 去 一 些 元 长 的 初等 推导 , 详细 情形 可 
参考 [48, 109] 及 [481 所 列 文献 . 
令 a 一 tw0,(7.100) 变 为 
g= —sz-b(1—2)/(.-2), 
wy =o vy, (7.106) 
| 2—díg—2). 
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可 以 证 明 , 3$ 57-2o/ (1— 9), pol, 则 系统 (7.105) 在 集合 
-ie. y, DER O<e<t, o<yct, o<z< i} 

内 存在 唯一 的 奇 点 ; 又 当 o 充分 大 时 , 此 奇 点 是 不 稳定 的 ， 利 用 此 
集 台 8， 运 用 类 似 于 7.4.6 中 讨论 系统 (7.100) 的 周期 轨道 存在 
性 的 方法 , 可 证 系统 (7.108) 存 在 周期 轨道 . 

在 此 基础 上 , 作 下 列 两 步 ， 

《一 ) 证 明 (7.105) 的 周期 轨道 是 唯一 的 和 渐 近 稳定 的 ; 

《二 ) 在 上 一 步 的 基础 上 ， 利 用 下 列 定理 推出 所 求 结果 ( 命 题 
7.19, 

定理 (参见 Hale(5]) 考虑 动力 系统 e-f(@)+FC, e), 其 
p f(a), Fle, 5) CO*, F(a, 00-0, #2-f@ EAM MM, H 
(n—1)4- Floquet fH 1, 则 存在 so>0， 使 得 对 一 切 sc 
[0, oJ] ,上 述 系 统 存 万 唯一 的 , 渐 近 稳定 周期 解 . 

于 是 便 推出 

命题 9.19(Dai[4S]) 设 系统 (7.100) 中 的 参数 满足 下 列 条 


件 : 
La Ga: (ou) 
i o>man{2[=— re C 9 ee 
2 b 
o 293 b atto 
3° H-d-be/ed-e), pp E e D Otte, 


4* p,b,d,w,v WR: p 充分 大 ,15 一 "| 二 19 一 @ | 十 1 一 ol 
Hw w* | «e, XX HL", d^, «^, w HIE, HL d" —b^w"/2o*; 

5° a, 4 充分 小 
则 (7.100) 在 Ri 内 存在 唯一 的 . 渐 近 稳定 局 期 轨道 . 

现 对 第 (一 ) 步 作 进一步 说 明 . 

为 了 证 明 系 统 (7.105) 的 周期 轨道 唯一 和 渐 近 稳定 , 引入 下 列 
系统 : 
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d-——satbüu-zs)(t-o, 
|a (7.106) 
i—d(y-2), 
其 中 H(o)J& Heaviside 函数 , 即 
1, o<0, 
ao 07-0, 
RAT WOBRELAR, MARA, INS AS olei z= 
e, y= wy, Z= (w/d)z, 分 别 代入 (7.105) 的 两 部 分 , RRR” 
号 , 即 得 


$-—--, 


EI T 
YW zm4, (7.107) 
a=y- dz 

- 1+h 

i=b(1— $ 2), 


yma Y, 0<z<1 (7.108) 


5 一 4 一 de。 
BUR CT 107) & C1 108) nf EAE Hi (7.106) ZA He E, 1 bw/de 
G+) > LR, (7.306) 3e FB PB ONE ADEE TE FRA 


{e v, aelo<e<l oca, oen 


AF 20) >1, (0), y(0) —0, MU GR ORT. 100 REPE BU UE, dk 
与 z==1 HR, 这 时 有 O<y <1, MINA mv, y —1, 划 不 能 往 
RIRU, v GS REAL C7 1085 (69 ait E, ARMA z X 
Wf oece-i, b-y-m/vs p 8528 HRCBUPMHRURHU T PB 2H 
列 。 

xx epos BEIM (Co, y) ER esce, tog. lev) 
与 {(@, YER 0<ae<e, w/y<y<1} 内 出 现 (可 能 第 一 点 除外 ); 
和 而 且 仅 有 两 轨道 (一 自 2218, BOA c1 出 发 ) 不 按 此 方式 
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WEE), y@), a0) J& RAE CT 100) Ki, EE] fr pg 
((0), yO), 2(0)) = (2o, yo, 1), O<mo<1, 0<yo<4, (wo, Yo) 
= idolw, d), f XC rs, Ys) = a (eo, Yo) URC, YE), eC) 
下 一 个 转换 点 , 于 是 (zt gi) s^ (2o, Yo, FE V<a_<1, L<yo<wo/ 
v, W Oca, <u, ei/o-u-—1, Bre Poincaré MH =A, Ma 

OM, 其 中 


Md, y, DER | vo 5 


ito 

可 以 证 明 ; 车 Bla, Y) = era, Yra), WER (os, (s 都 
是 单 请 、 有 界 的 ， 从 而 Tima (way, wap =P" FE, SLM p Am 
(dv/w, d, 1), 或 者 是 一 同 斯 艇 上 的 转 按 点 。 于 是 有 

命题 ?7.20 Hbw/doi1+b)>1, 则 系统 (7.196) 在 R} 的 任 
一 轨道 或 者 趋 于 某 周 期 轨道 , 或 者 趋 干 (dv/zw, d, 1), 

如 果 选 取 dod'o-0, be 5-0, w-w9, evt 0 ii EL 
BRB, Pad ut/20", NAW 138 Poincaré west E — HU RBH 
Ries, Yo), ihi EDU S^FE— (zo, wo) Elle, y) ER |o ce c 1-- 


28 rey 
Legace, si 
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D, 1«gycl/vy, HA 

lim B(x, yo) = (aa, Yd). 
从 而 有 

命题 7.21 Ut b 51-0, d-d'« 0, vow 0, nut 0, VE 
Hd'-b*w'/w, Dwa bn) 1, WUSRHECT 100 4e PLE 
在 唯一 的 周期 轨道 . AP RVR AF ow, d,1), 此 外 , Ho SUM 
趋 于 此 周期 轨道 ( 当 roo), 

以 上 是 关于 系统 (7.106, 的 结果 ， 现 利用 此 结果 探讨 系统 
(7.105)， 推 出 (7.105) 在 一 定 条 件 下 亦 存在 唯一 的 周期 较 着 { 浙 
近 稳 定 )、 办 法 是 研究 系统 (7.106) 及 系统 (7.105) 的 Poincaré me 
射 的 相互 关系 . 

令 q~1/p, 对 每 个 9>0, & 

Velg) = (olg), Veld), rol9)) 
是 系统 (7.105) 在 R} 内 的 唯一 奇 点 ， 于 是 E 


sU be P, 
由 此 可 推出 ， 当 90, s()90, MIRA G20 RE, (Dont, 
a.p), 
先 确定 系统 (7.105) 的 Poincaré push, 
考虑 集合 
fe- (e, y, DE Nog), (Ono, 


DSS, (o, DF Qs), s]. 


当 ? 微小 时 , 系统 (7.105) 在 RS 的 轨道 ( 除 位 节 DU。lq) 的 一 维稳 定 
流 形 上 的 轨 道 以 外 ) 必 将 与 FREUE (GUTES. Xx EU se CT ji 
ABR Tis. fe fe, 县 体 描述 如 下 : 

BE U (t) =U (t, go,20) 是 系统 (7.105) 的 解 , E UO) = Co (o. 
Yo, 8), U (O) € Re, WEER — A Ta= Talo, 202770, fU (T) 
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che & 
RaQ), Yos 2o) — UCT a(Yo, o), Yo, 2e), 
是 为 上 述 之 微分 同 胚 De, fe Re, 

RRR AY, OPM EMR AUS, 设 JE ff 所 诱导 
BUREAU, IIS RoR, BE M Ze ROA, 首先 循 系统 
(7.105) 的 轨道 由 ROR BPE z=) E; 其 次 ， 特 (7 105) uil 
RARE 

S={G@, y, 2) ER loas), OYEYA), 

O<z<2o(g), (y, 2) * (Yolg), 2(900: 
然后 沿 (7.105) 轨 道 映 到 平 而 22, (9), JURE CT 106) ul B E 
fe, qu I = fo HjoH$oI, op Hg RR, 其 中 R= ilo, 
y, 0) € R*[0 asm (q), O<y<y.(g)}; M} Bi-»R&, Hop R= 
(C, y, z) ERS O<y<y(7), Osz«z(q)), Ht; RIR, Mop 
Ri (6, v, 0 ER Jalg) ont, yolg) <y< m, Rok 
所 有 这 些 集 合 和 映射 党 可 推广 到 9g-0 的 情形 ， 这 时 是 针对 系统 
《7.106) 来 定义 的 . 

THe, H* 表示 相对 于 (7.105) 的 Poincaré it, HO 是 相对 
于 (7.106) 的 Poincaré 映射 ， bi a, M 
M, M— (o, y, 2) €Ro<e< rr, 1<y<®, z= il 就 是 映 


5j 


De 


P= HLHH 
在 了 上 的 限制 。 BIE Mdd, b=b', v=o, wu", H a= 
bw" /2Qv* mj, 则 
4。 PARKIR v8), 而 且 
2° 对 任意 (eo, yo ee, DER oco p, 1<y<4}, 


有 
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lim P*(ao, Yo) = 25, 95). 

ROR ABU II? 亦 有 唯一 不 动 点 (多 20, WEARER Y, 2) ER, 
lim CH°)"(y, 2) = Gi, %). 

38 F SEES A. 

By, 2, (Qi, 2) € BAV, V RGA, 1) 的 某 已 知 邻 域 , 而 县 
Jb —5*| + |d—d" | + |o —o* | + lw-u" FESS, BRAT Te Aj D? 
RARER., 

为 此 , 只 需 证 明 , 4900, 在 R\V 于 一 致 地 有 

Ey, 2) PCy, 2), 
DH'(y, 2) DIP (y, 2). 

此 外 , 还 可 验证 DII (us, 25) ER EG dE BÉ DEDE AT 

综合 上 述 , 得 

4088 7.92. UE V J& (de/w, d, 1) 在 习 内 的 一 个 充分 小 邻 
3 则 存在 p'70, Ke 0, 使 得 如 内 p>p, (bb + |da"! + 

sat] Jo cos | e, BRET. 1000 ze RAV 内 存在 唯一 周期 

Suit, vi ELCT 1057 H 广内 出 发 并 且 不 在 奇 点 的 稳定 流 形 上 的 
Bye, 1o 时 妇 十 此 周期 轨道 . 

至 此 , 第 (一 ) 步 前 轮 席 已 勾画 完成 , 眼 着 进行 第 (一 ) 步 ， 即 得 
所 求 结果 《命题 .19). 

7.4.8 挡 写 生态 


Zi Volterra DAS His 83 i R 


Ta POE UE STR DS RE £21 
Grasman [55] 用 定理 3.4( 见 上 述 3.4) 证 明了 下 列 三 维 动力 
系统 存在 周期 轨道 (这 系统 即 3.4 中 的 (3.12)); 
Ny=NiA—Ni—aN2~BNs) +8, 
N,-- Na(1— 8N,— Na—aN3) +8, (7.109) 
Ns—Na(l~oNi— BNs— Ns)+e, 

Hip 0<B<1<a, a+ A>2, 0<s<l. 

下 列 引 理 保 证 了 系统 (7.109) 存 在 一 正 向 不 变 球体 ， 

引 理 ”存在 3>0, 470, 使 得 Mo—((Ns, Na, Na) CROS 
NSA 是 7.109) 的 正 向 不 变 集 . 

YES : 当 Ny = B= [14+(.+4e)]¥2/2, No, j= 
证 明 N «c0. 利用 连续 性 推理 , Ve ODO, Bite N= Sd, 
NB, je at, NSO, 1 

注意 及 如 对 IN 的 附 标 作 循环 置换 19 2-»3— 1, 系统 (7.109) 
保持 不 变 ， 这 表明 直线 Wi 一 Na- Na ERER, PLE, WAR 
在 Mo 的 部 份 属于 奇 点 (7 v", 7) 的 稳定 流 形 , 此 处 y" — LHA 
c4sp)]*?/2p, p 1-ca--B, 这 是 (7.109) 在 用 。 内 的 唯一 奇 点 ， 

对 空 于 此 奇 点 的 特征 根 是 

和 一 一 WIT4ep 一 0， 

Asa 1— y (I+p)+ (ay TBY)/2+iV 3 (By — ay") /2, 

可 以 证 明 , 24 
p=(1—8e~ /i—128)/e<p<(1—88+~/1—-128)/s—pa 

Tj, Re《%z,a)>>0。 当 50, pr>8, ps>o0; HUM Tat so? 及 
s 充分 小 时 , 此 奇 点 有 一 个 负 特 征 根 和 两 个 具 正 实 部 的 特征 根 . 假 
Ba, B, e 已 按 此 要 求 选 定 . 

在 作 柱 面 坐 标 变换 之 前 , 先 作 下 列 变 换 ， 

[rex 


a= (— Ni4+-2N,—Na)/V6, 
w= (Ni+No+Ns)/V8-VB8Y", 
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SAA i Q^ v, PR ST, 把 稳定 流 形 N-N-N: 移 
至 直线 ax — 220 上 去 ,同时 把 是 区 域 Mo 变 成 (cz， va, g) SIE 
AVENE OM, 奇 点 (eu ca, cs) m (0, 0, OM AMEM BUR 
统 的 相同 ， 所 以 新 系统 满足 定理 3.4 的 假设 (1),， GD, Gin, 
适用 变换 (3.10) 可 把 此 新 系统 变 成 (3.11) 的 形式 ( 寡 尖 上 
3.4), Xr TREE SE 3.4 的 条 件 Civ) 是 否 成 立 ， 只 需 考虑 六 的 表 
达 式 : 
EIB (WIN + NBN e WBN) + 1) (SINT 
MN GNSH-NSNT)-3(a— B) NINN) (Ni+ N3+-NG 
NN NaNs— NaN]. 
可 以 证 明 , 4 (Na Na, Na) € Mo, p40, MT gum 0 CHEM, HE 
RE, MANE NG NN NaN- NN Sit), LEA 
之 分 子 WANs, Na, Na) CRI LN GRO) BH PART ADAP IE, 
加 上 方向 导数 (O/ONs +0/ONa+0/ON 2) Wm (B) (NT NE 


N3- NNa — NaNy— NaN) 一 也 CB- a) (aad), HOw ated 


Wj, #0; 7 (ON IL Na= NS, BUS qan 
$,—2(8— (B — «)ya-- VE (B — aysin gs cos qi 
二 VE (at 8— 2), sin? y; cos gs 
AE /A 8 la- B)yssin? gy; — V2 /S0a-- B — 23s cos* y, 
BPNQ,eNI—N.gqu—0, RAYEM, ye BY, Bhd 
Ail, LUN gaze. 
因此 ， 定 理 3.4 (f Ac BLUE LIL, MATE FRET 1109) 48388808 
gus. 
7.4.9 描写 生物 控制 系统 的 n 维 分 块 线 性 系统 的 周期 轨道 
存在 性 
Glass 与 Pustornaok[59] 考虑 下 列 分 块 组 性 系统 


es =A Ho, re, X) ey $m, n, (7-110) 


其 中 AAO, ns, ne, mo A Q0, +, 0); 线性 函数 AG, 3 
By MIE o JEX, NS AACE DHE MH, 
& i, >>0， 
zefi a0, 

另外 , S Qa, ny na) = (0, 2, 0), .4 一 0, Vi, 

HMR), mC, cn, BAC) MRED, WER 
统 人 7.110)，Ywi 关 0， 则 称 为 (7.110) 的 解 . (7.110) BARI Cas CD, 
aE), +, (OD), 车 对 每 个 到 m (D —0 仅 在 二 的 孤立 点 上 成 立 ， 
则 称 为 菲 奇 异 解 .[59] 仅 考虑 非 奇 异 解 , 并 利用 Poincaré 映射 证 
Wi. 在 一 定 条 件 下 ,7.110) 存 在 稳定 的 局 期 轨道 . 

(7.110) 是 描述 一 类 生物 控制 系统 的 数学 模型 , 有 关 背 景 详 见 
159]. 

H (er, Ca, rs, Ca) € RI, ev 0, Vi, Bll(eu, eu, +, Cn) ARR 
任 一 坐标 平面 ，( .10) FL Cos, eo, ++, On) 出 发 的 局 部 解 由 下 式 给 
出 ， 

mlt) =t (CO— he, 一 1，2，…， n, (7.111) 

JO, Pu, e, Ca), i=l, 2, or, n, 2 是 o 对 应 之 
Boole WH, (5.111) BP Hb E UTERE P, Con, Oa, …，en) 出 发 指向 点 
Cu, da, co, AD AUR, (7.1L0) 在 同一 坐标 卦 限 内 的 局 部 解 都 
是 指向 同一 虚 ( 称 为 "聚焦 点 作 的 直线 .CT .111) 确 定 了 (7.110) 在 
人 标 平面 以 外 的 解 ， 可 把 它们 延 拓 至 坐标 平面 ， 但 是 在 坐标 平面 
Ab, BRR EAR" EC RE RO). 

ETEB Ala Se, …, Wn) 之 符号 与 wm 无 关 , 可 以 证 明 在 坐 
标 平面 处 ,《7.110) 的 解 是 完全 确定 的 。、 用 Boole n 组 € (a, aa, 
… av) FEAR R 的 2^ 个 灶 限 , 当 第 5 坐标 为 正 时 ,a 一 1 48 i AB 
标 为 负 时 , a0. SS (ay, cy os *, Gert, tts On) ARAB IE 
W mO 上 满足 下 列 条 件 的 开 集 : 


a Ba Oa, ita , GaAs, Durman ttt, n= Gn, 
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HK S (as, 2, dea, t, Bea, cs Gn) ARTE Oar, rn, 
G3, 0, aua; 7, An) 和 OG) 的 “公共 
边界 ”. 因 A 无 处 为 零 , 故 (7.110) 的 轨道 无 切 地 趋向 “公共 边界 ”. 
让 同一 封 限 出 发 的 辆 道 不 能 在 “公共 边界 ”处 相交 。 所以, PIENE 
明 来 自 不 同 封 限 的 两 轨道 可 在 “公共 边界 ”上 某 点 连接 吉米 ， 们 需 
证 明 在 公共 边界 点 处 ， 可 确定 轨道 的 方向 ， 这 点 可 由 ALS, …， 
Sn) FS Ej e 无 关 这 一 假设 来 保证 、 事 实 上 , 若 在 Om, ens 
O, Gas, s Gn) OCs, cn, Gs, d, Gua, cy Ge), zhi 
(7.110) BU ERE ARAR S (as, e, eus s, uas cn n 
OG, +, a, O, Gua, s au) BLT Olan rs us L as rs 
a); HERA <0, 出 轨道 流向 与 上 述 和 相反 。 

TE, (7.110) BH SERBUSUJIUL, WIJH n HEGE 77 A AB ie 
BY) BEAR, m HET HO Ti Ca, …, au) 对 应 于 封 限 Cai ++, 0,)， 
nn 维 立方 体 上 的 楼 则 对 应 于 两 卦 限 闻 的 “公共 边界 ”， 楼 之 方向 南 
动力 流 之 方向 决定 ， 这 个 具有 向 校 的 nn 维 立方 体 叫做 (7.410) 的 
状态 过 流 图 . 

例如 ,下 列 系统 的 状态 过 渡 图 为 图 86 CR. 
feces 32.) au, 


dex 


=( 14-92, 3) —%, i=2, 3,--- 
其 中 0-1, 1-0, 

现 来 引入 若干 定义 : 

Ci) 具有 向 棱 的 四维 立方 体 的 闭路 是 维 立方 体 的 一 个 有 
FETU Qoi, Va, s Vii 9p Quas rry Ve), FO V4 分 别 与 -1 
o BRE, E oC FELIU PALM RAL, tk); v=o, 
V4 Visa Z TAL PATER 73 o] FE BOs 指向 wiri. 

Cii ) BRIE Qui, va, nn, eu), HOE COL, Va, n, mp), 但 
vi EAE oC (Vi, va, cn, Ve) AAR, MRR w Eg Qoi, v2, ce. n) dH 
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Oti 


000 7 i00 


a. 

(in) 车 存在 (rn 一 9) 个 顶点 邻接 于 oE (s, …, o), Vi, TIT 
且 连 接任 一 邻接 项 点 到 w% 的 楼 均 指 向 w， 则 称 (v4,…, V) AT 
HIF. : 

iv) nw 维 立方 体 的 nn 维 闭路 吸引 子 是 这 样 的 闭路 骸 引 子 ， 
"EORR TE m HEC 3775 Bi Om m, 

[59] 运 用 Poincaré BEBEIEDI T FIGS: 

BM V.23(Glass-Pasiernack[09]) t n 4807) ECT. 110) 
的 状态 过 渡 图 存在 维 闭路 吸引 子 , 则 下 列 情况 之 一 发 生 : 

(D 在 (7.110) 的 相 空间 内 , 存在 一 稳定 局 期 轨道, 它 按 闭路 
吸引 子 在 状态 过 渡 图 中 的 晒 序 经 过 对 应 的 卦 限 ， 自 此 闭路 吸引 子 
的 顶点 所 对 应 的 卦 限 出 发 ， 以 及 自 此 闭路 吸引 子 的 校 所 对 应 的 边 
办 点 出 发 的 轨道 , 当 tooo 时 ,趋向 此 闭 轨 。 

(9) 自 此 闭路 吸引 子 所 代表 的 封 限 及 边界 出 发 的 轨道 , 4 n 
oo 时 , ATLAS BERTA. 

区 分 这 两 情况 的 方法 是 : 检查 (7.110) 所 决定 的 某 一 矩阵 的 最 
大 特征 值 是 否 大 于 [如 大 于 工 列 情况 (1) RE. 

证 明 设 $ AARS T- B8 — ke DH ae RO ^A SER”, 
(5.110)/E VT Poincaré BRA} P, SS, RIEN: 
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QD lim P(e) =w, VzC S; et 90, 
或 

(2) lim PYG) ~0, VES. 
SRD), 存在 周期 轨道 y, 经 过 ves, 情况 (2) 就 是 命题 的 第 
二 种 情况 . i 

证 明之 关键 是 找 出 Poincaré 映射 的 具体 形式 .以 下 将 证 明 ， 
性 映射 具有 线性 分 式 形状 : 


fo “TESS, ay 


其 中 AERO UXO), PERI, 268, <+, >> RHR NAB F 
面 的 引 理工 证 明 4 IRR, $ Re, BAD 
量 ， 引 理 2 则 应 用 Perron 定理 (参考 Bellman[182]) 证 明了 这 
个 Poincaré 映射 的 极限 性 质 . 

现 来 给 出 Poincaré 映射 的 具体 形式 . 

B On, On, oo, On 分 别 是 对 应 于 人 .110) 的 状态 过 渡 图 的 闭 
路 吸引 子 的 各 顶点 的 封 限 ， 每 个 卦 限 O A nA 邻接 卦 限 . 5 每 
€, ji, 2, =, L, IIH WEA nI ARRERA O,， 又 从 
€, Viti, F C, Om 的 公共 边界 , 进入 Ons Or 的 "聚焦 点 ” 
位 于 A. 

HSE SO. ZAHARA, SB Ojz 与 C, 之 间 的 
公共 边界 . 重 编 坐 标 轴 的 记号 , 可 设 序 列 CL €. OTT 
Q, L 1,5, 1, 0, (1 1, 1, ==, 1, D, (O, 1, 1, ---, 1, 2, 由 
(TALL) I, ZEIT Ces, wa, =, Da) CO, 的 轨道 与 Sa 相交 于 (zl 
ah, ver, By), Mop 

2-0, 
aiu DERI 3g, os n, 
人 一 AI 


=A, 1, +, 1), 671, 2, m, 
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H Qa, Aa, 7, An) E Oa, lx 04-0, 4070, $—2, 8, =, n, 所 以 上 
列 关 系 式 可 改写 为 

人 


al a tal Pal aa] + Le (7,112) 
"t Salti c 


这 些 关系 式 对 (wz, ma, nn, Gre, 0) € SS 也 适用 .因此 ,所 有 自信 
RS 出 发 的 轨道 与 So 相交 . 
(7.112) Bi zt MAN BR BT fa: S1 Ba 呈 线 性 分 式 形状 


Az 
lc, 2 


其 中 zc (er, Wa, t0, Caa) ER, AOR eO EH, 4 
及 四 出 下 列 式 子 给 出 


[ DaDa| 工 0 0 
làgs/]| 0 1 … 0 

Al d POI ; (7.118) 
Dai] 0 0 o1 


L linaj 0 0 € 
$= QA], 0, 0, ++, 0), 
BRST fa £8 8 fa CO 相对 于 坐标 平面 iO 上 的 基 (0, 1, 0, 0, …, 
0), (0, O, 1, =, 0), =, (O, 0, 0, ---, 的 坐标 . 
同 理 , BS. 出 发 的 轨道 与 Sa 相交 , 等 等 ,而 自 Sz 出 发 的 轨道 
Hj RQRHXE. 设 fr Sp Spex, j—2, 8, …, L-1, fr: Svo, 于 
是 可 得 Poincaré ýt P. Si 一 Sa 
P=ficfi-19+ fof. 
a] 9, P RRR PES AIS Cm fa f — 85. 
引 理 1 Poincaré 上 映射 P, 5,8; BPI 


Az 
POM Tear en 


其 中 AGRO MOD BE TERM, OA PER Hu ESSE, 
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证 明 HBR P—ficfric--efeofs, fs BM (7.112), 
(7.118) Bez Bu ALPE AE SUM, HP) = A2/[L+<h, 2], Vee 
Si， 而 且 0# 由 ER 为 非 负 向 量 ，4ERe VOY 考虑 坐标 平 
Wi t=O 上 的 基 61 一 《1, O, ,0), es (0, 1, ++, 0), nn, Sim 
(0, 0, ++, 1, 0). [S P; S158, ik Ple) — Ae/[1-- 45, e] € 
Si, 从 而 4 的 第 了 列 元 素 绷 大 于 零 ,J 一 工 …， n— 1, 1 

882 gr P(z)-—Az/[1--($, 2], Hee ACR OO 为 
ERR, O - ECR Jg de IEEE, 0<p Je AMMA, o 为 
其 对 应 的 特征 向 量 . Dl 

lim P"(2) =av, YO#zE RY, 


Na 


JUR GM p> Lat, a= d Gi) 4 p«ct Bt, a. 0, 


WEB] 按 Porron 定理 \ 正 元 素 阵 4 必 有 特征 根 0770, o 是 
单 根 ，p> le, oi 为 4 的 其 余 特 征 根 ; 而 且 e 所 对 应 的 特征 向 量 
vILARAMYÜWRE. 参见 Bolman[182]), e 为 正 向 量 。 又 按 Bel- 
man[182, p. 282 定理 所 得 


_ AT 
Mei s 
其 中 MSA SAREE v RURAS. 考虑 
s Az 
Po- TCG, 2+ dz FARES 
A`zo" 


2 Age +A] 
4 pig, lim PN(z) 一 0; 23 oi at, A 


lim P" (z) -如 LA 


re 


事实 上 , 令 Xo ie d 


Mz EM m 
ox@) 一 一 a Tr tor Mer 5 
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其 中 M clim A*/g*, 于 是 


way = — A" 
PO ~ ere SOT 

注意 及 lim A Ms, ai 

Hm 5-0 (>), 
可 推出 Jim [Ex (2 —os(2] —0, VERTI, 
另 方面 ， lm os -ES, ER 
因此 ， Hm 2, m, vee RE, 

(uy (o1) Mz on 
由 此 推 得 。 lim PrO (67, yore, 
24 20, Mam Bo, B 为 某 非 零 常数 ,所 以 

Jim PG) = v, VOSzC RTT, 1 
由 引 理 2, 有 


PO) ~P (lim P¥()) «Im P**(g) 
we Wee 
=o, VOXz€RT pl 


sere ot E Drs Spec, HPO) =O; 再 注意 及 PICO RR 


FREESE, 可 见 命 题 7.283 成 立 . 3 

用 Poincaré 映射 研究 分 块 线性 系统 的 周期 遍 道 存在 竹 向 上 
te, 还 有 Vaymyc[60] 的 专著 ， 这 本 专 书 总 结 了 Hotimaps 183] 的 
工作 和 Taymye 本 人 的 工作 。 其 中 第 12~14 章 专门 讨论 三 维 分 
REARS, HIP 章 讨 论 四 维 分 块 线性 系统 ; 例如 三 继 动 力 系 
统 


1, 2€ (a, co), 
其 中 b -| 0, ze [—a, a], a>0, 
—1, 2€(—, —a). 
以 及 四 维 动力 系统 


[1+ 61) F--2)1 ca FC- uà), 


i+ G-DF a-u] on Fa), 


其 中 a>0, h>0, S820, 
1, ec (0, oo), 


Fo -[ 
0, z& (—co, 0), 
X4 RSE DH RARE CRS RH CAT T ES f for Rt 
时 产生 的 . 


Arnold( 184) 讨论 了 一 个 撒 窟 渊 涡 牛 态 系统 的 三 维 动力 系统 : 
&y—a4[@, (ws) — eza — d], 
aee zalata) — 61, 
Spe mnLf — Gs, (29), 
其 中 G, Ga) GeGzD 是 单调 增加 的 01 函数 ， 在 湖沼 学 应 用 中 , XC GG = 
azj/(xy-Fk), G,@1) —bm/@itL), 这 系统 描写 浮游 动物 - 浮 游 植物 - 磷 养 
料 这 三 者 的 生态 关系 。 [18 和 利用 中 心 流 形 理论 研究 了 上 述 系 统 内 期 轨道 存 
在 性 . 
Swick[185], Gurtin & MaoCamy[186, 187] 研究 下 列 与 单 物 种 繁殖 河 
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是 有 关 的 三 维 动力 系统 : ^ 

P= —A(PYP+ APA, 

G7 — [A(P) +0]G4+- ACP) A, 

Ax - [A(P) -a]4 +G, 
[187] 证 明了 ,车 有 8(P)~pBo, 则 此 系统 不 存在 周期 轨道 ，[185] 提 出 猜想 : 这 
个 系统 , 一般 地 不 存在 周期 轨道 ， 鞠 建成 [165] 解 决 了 这 个 问题 . 


Hustings[188] 证 明了 : 当 @ 0<e<w3 3( 寺 a), Qu bz-0 Fisi 则 


Nagumo Jj phase 
cù flu) =w, 


cbu 
c 


有 非常 数 周 期 解 。 这 个 方程 与 研究 神经 脉 串 序列 有 关 . 


7.8 与 大 气 满 流 现象 有 关 的 Lorenz 
方程 的 周期 轨道 


Robbnis[67] A 用 Poincaré 映射 研究 了 Lorenz 方程 (Lor- 
enz[144]，BRobbins[58] 的 周期 轨道 的 存在 性 和 稳定 性 ，Lorenz 


方 穆 呈 下 形 : 
dw 


a Rowe, 
ME uso. . 00 (Tad) 
ix 名 oy. 
w z y AN T 
teet, wb Fo nah? aig yr $t VER 
(1.114) AE y 
Y cem 
de ry (7.115) 
Bas osy, 
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?应 用 
2% 6 =O 时, (7.115) 变 为 

{ dw » 

uw 

dz "i 
r T D (7.116) 
y. 
i dt * 


这 时 , w, z, YRR PARA: 


uP + P= B, i yt rac D, 


为 了 寻求 s 关 0 时 的 周期 解 ,把 tx 9 fit e 展开 为 宕 级 数 ; 
wlt, 8) —wo(£) +4- un I) +, 
zG, 8) =z) en) o, 
Ylt, 8) got) Fy) be, 
把 它们 代入 方程 (7.115), 比较 8 MEIN BH, 首先 看 出 , wo, 
zo, oo 满足 方程 (7.116)， 对 于 B0, 此 系统 有 解 。 
| —B[1—2dn*(4/ Bt--w)], 


zo(£) = -av B sn (A/ Bé-Fus)dun(/ Bituy), (7.117) 
a(t) — aen / Bit), 


其 中 a—/208 CD). B, D, us 由 初始 条 件 问 定 ; sn, dn, en 是 
Jacobi h Ii aa Be Cf I, 为 简明 起 见 , 没有 标 出 它们 对 模 E i ol 


fk; ma? / (4B), EK 1-42], SESS E, IB OL 110 HEM, yo 满足 
微分 方程 


gol — tuo + yoyo =O, 
按 Kamke[189], 可 解 出 ye， 然后 求 出 nu, 再 求 出 wo, 
为 确定 起 见 , 选取 w 使 得 
any (0) =0, 
| zo(0) — — B, 


wO) = VED, 


现象 有 关 的 Lorens 2: F2 ARD -239 
E ; w(0, e) =wo 0), 
| 2(0,.8) =%(0), 
yO, mw (0, 
JAMI qui 50 an(Q) =2:(0) (0) —0, Vio 0, 
比较 e 之 系数 , WA ws, ms, Ya BAIT 


f dus royi zgo IL- 


dt 
1E cw HUY z 
di 4 Yo Zo, 
| ay 
1 lg— 
Lode a 9*e 


连同 初始 条 件 wi (0) =z (0) =y (0) —0, 由 此 得 到 
I (wowi a2 = Wg 7 29 — Was 


ur d Cynt) =1 wo eris. 


积分 之 , 得 


gar + zori= Ro(t), | (1.118) 


ded ws — Se, 
SU Ro) 一 Bll Bt 2 BLE Bit) — EQ), 
Bo = (1— B+ ogi 24/B Q1) LA WV Bt +6) 
SEG], f 
0 BevWEOITTS, ; 
JG Jii CPGE ASH I DU, M EU 一 人 ntu 
Bowman[190]), ie u 
当 z(t) 90 Rt, CT L18) 9, TJA g CÓ aH CE HR E 
-a= oye 得 出 RDNEAMEUN i 


$9) 00 OJS 


240 7T. € m 
Jtr gC) = woyo/zo, r (f) ~ (1/20) [Ri @) — woe (1) ] — oyo. 
oa Btt+uo, 可 求 出 此 方程 之 解 为 


| Ye(5 y+n) (K*on*z — E* (2)) +2na E (2) 


- Ea (2-2B+ 0B?) el taB) œ- E(2)) 
+ (a, —a,B) = xo] 


+ m {—2n(E (2) — By) + (2—2B+0 B9) (e —uo)} 


+ E {ay m = (E (2) — Eo) — cok? (s — w) }, 


Jop dauo = da Eo= E(u); y-(2c-1)B-1; n= (20—1)B+ 
1; a= —s/B (1— Bjus +2 VBEo a-——(- B+ oP \ e+ 
2 / B (2a —1) Bos Yo c - (Ser +n) Gent E) 2a Bo— (2 
—928--of* cH 
TAE z, w 可 中 a 及 (7.118) 求 出 ， 

当 s 一 0 时 , B>D>O, 任 一 解剖 是 局 期 为 4K/MVB 的 周期 
LA 


1 di 
x -| umm VES 
为 了 决定 sx0 时 的 周期 鲜 , SOR B, D, T 应 满足 什么 条 件 , 后 得 
FARY 
wT) = w0) =0 2(7) =2(0) = — B; 
y (T) -4(0) = 2D, 
A ew AK/A B, Tante, Hh rerit er, A 


(P) — wl tz) — wla) +70 aie Go 


te[ Be) on, SG) cu 0) ] 0c, 
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(I) — zv) =z eno S) 


+s: m LI tue ge (x) + NORE O(e?)， 


YD) 一 gx 二 2 Yn) + ho (x) 


talz tf (x) +00 eh. Go tute) | 0:85. 


观察 "的 系数 ,由 周期 解 条 件 , 知 zo 一 0; 对 于 s 的 系数 , M A 
AMA 
w(x) Bs Dr, —0, 
zx) =0, 
Y) — Bv 0, 
WA zx 得 VED qi (x) Hw Qo) «0, 
a(x) =O, $ 
E (7.118) p, & t~x, 得 出 
O~ Be Go) = Bole), 
VED qi) 4-203) Se), 
所 以 , 对 于 周期 解 , 有 
Rox: =0, Sole) = 
RIS XC HB, XX EARS RE. 
(1—B)K —2E-—0, 
(1— B--off) K — 2B(2o 1) E=0, 
XP 0271, 存在 唯一 的 (Bo，Do) 汶 足 这 两 方程 ， 对 于 B<D, 
类 似 地 可 得 相应 的 局 期 解 条 件 . 
有 了 上 述 准 备 工 作 后 ,可 转向 证 明 : sz@ 时, 系统 (7.115) 存 
在 4 非常 数 ) 周 期 解 . 
考虑 增 广 系 统 


(7.119) 


242 v VU C^ Tom 


de s T 
F zyte(l—w), 
4 


(7.190) 


M$, D, t, S), (139008 Re TAI SR A Re Qe, z, y, 一 人 0， 
—B, VZD, sit, 24 BDO, 63 B, D, o BUTS. 
BEERA, FERNE y CO. 
500 pueLBy, Do, 3) 
sol Bo, Do, t) 
vol Bo, Do, 2) P 

' 0 
其 中 (Bo Do) (7.119) BE, e Xd, z, y, e) CPA] w= 0), 
D (0) EMU. 于 是 存在 Pomoaré at P, TDN, 
Lo WKAR, y(0 E26, P RERS ， 

P. $B, D, 0, e) 9B, D, ev, e 
其 中 + 一 +(B, D, s) 是 由 轨道 穿 过 曲面 卫 这 条 件 扬 唯一 确定 的 光 
HER. EER (B, D, 0) —0, 故 可 表 为 

(B, D, e) -4(B, D)s-O(s5, 

出 周 期 解 条 件 a Ge) d- od UE 推 得 


«B, D)- — 


y(t) =b(Bo, Do, t, 0) = 


wiih, D, x), 


uu D 
AT EWS OHA 6940, REGAIN, WAAR GB 
B-B(s), D= D(a), | à 
Herh BOO) = B; DO) = Do, 使 得 下 式 成 立 | : 
$B, D, »-ev, e) $B, D, 0, e)=0, ° (T.121) 
TEBE, V(B, D, e) (接近 (Bo, Do, 0#), IRA EEN ZE 
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一 ,第 四 分 代为 零 , 故 条 件 (7.121) 等 价 于 
z(B, D,x+7, 8) —2(B, D,O, e) ]-0 (1.329) 
y(B,D,»--v,8) -y(B, DO, |” 
iT HE s=0 d (7.120 ff (V CB, DD, MARES FA EKB EMT 
(1.192), RUSTE BE H CB, D, 9) - FCB, D, 2)/8, 
为 了 证 明 下 烈 极限 存在 
H(B, D, 0) -limCF (B. D, s\/s], 


FCB, D, o- 


采取 表示 式 ` . 
z(B, D, xv, &) — (B, D, xt) +e2(B, D, x+7, 8) 
.Or Fx. Pee ake ed 
Cu, DL OE pm BE eo 217 
其 中 x<<p<wx 十 rz。 对 于 y(B, D, xc, 8) 亦 采用 类 似 的 展开 区 ， 
于 是 
E | 834-82 4-O(e%) 
F(B, D, 8)= ee 
ap | ary beet OQ) - 
Ot cuam» = 
52 十 D(e3) ] 
-| —eBr +p O (9) 下 
EXE, 


z(B, D, t, s) -z( B, D. O +84(B, D, D+ 
Wi BWR, w0) n0) ~ 4.10} 70, Vi^0, RABE, 4 
2(B, D, 0, 8) =%(B, D, 0) =29(B, D, *) =0, 注意 及 T=tis 十 
Oc». 85,2 


aE Leno 
Can Y =r E 
9 TAa STIR. 


=wiB, D, wyYyB, D, x) 0/20 = 


-RoB 
H(B, D, 27 gap +20. 
对 于 BB. D= Dy, 有 AlB, Do, 0) —0, 如果 3 #0 微小 ,而 且 
eH : 
| BB, D) sme, "D 


?44 PAYS T. € m 


MEKE, RAT. 120) FF BERET CARED Uus, 
EN oe i 

p | 7 128K *( Di B) (PD 

E DY! ano o8 Bo /2 Dy 

因此 , Robbins(57] A Hint SE BER T: 24 60 微小 ( 当 
召 为 有 限 值 ) 时 系统 (7.120) 的 Poincaré 映射 存在 唯一 的 不 动 点 ， 
从 而 系统 (7.115) 存 在 周期 解 (非常 数 )、 于 是 有 下 列 命题 : 

命题 7.24(Robbins[57]) 450 微小 时 ， 系 统 (7.115) 存 
在 (非常 数 ) 周 期 解 . ] 

此 外 , [57] 还 通过 研究 此 周期 轨道 的 Poincaré 映射 的 特征 根 
的 性 质 , 来 证 明 其 渐 近 稳 定性 

回顾 上 面 定义 的 Poincaré 映射 

P, ESX2Z, 
HH Z— (Qo, z, y, 8) €eR']w-0), 具体 一 点 

P, $(B, D, 0, s)'* (B, D, »-v, 8), 
HH v—2(B, D, 5) JAMK, v(B, D, 0)-0, 现 转 用 参数 
(B, DRAM. ERR VRE Go, z, y, 5)—(0, —B, 
VD, s), 故 


B--3(), D-y(0)/2, 
ERS PEE, CB, DARA 
P(B, D) = (20, D, x+r, 8), 5 1 y, D, xv, s) ) 
= (B-en(B, P, 4-008, 
De /2D(— Boyt yall, D, x) -O(s))) 
= (B—sz,(B, D, x) +0(87), 
D+8(w,(B, D, »)+V2Duys(B, D, x) +0(8°))) 
= (B+ 6Ro(B, D, X) / B--O(a*), 
D+ &So(B, D, x) +-0(8°)) 
= (B+ eF(B, D, s), D+ eG(B, D, 8)), 


7.5 SAA MAL RU SS Lorenz BPRM 245 
其 中 F(B, D, e) - R(B, D, x)/Ba-OCs), G(B, D, s)- 5B, 
D, x)--O(8), 
为 了 检验 周期 轨道 的 渐 近 称 定 狂 ， HER PCB, D) te Bo, Do} 
处 的 Jacobi BRRMBMILAR; 记 此 Jacobi 阵 为 dP (Bo. Do), 有 
[ t+6s(Bo, D) — sFa(Bs Be) 
HUC Dol) (By, Dp)  1+eGn Bo, $5] 


USE HOA 


hb SURG) Sr EE C AGES Pos), 


其 中 Fo-SE S ie B, vd 2D9}, 
Pan Ee — 20, + 14D) ~ Do— BIDQ, 
Ga c BEN Bo a- D) (22,— DoB; — Do), 


4K s a Ve 
Goo esl coh Ri CB Do BEDO |. 
m Fa be ~ 2.0, 


ra "XD. H 
Erao - Fino — V BDs ge BS ano 


128E? (DS BD on 
CEPR, (o? D, — 1) 7-0, 


as 1a] <1, 则 此 周期 轨道 是 渐 近 稳定 的 如果 ERN, 基 由 上 
Tar is P rA A A ue lA]«i, 车 2 是 复 根 , HN 

an 十 Go 上 s(BaGp 一 BaGiay <0. > 
WHE, | «ck. M s 充分 小 时 , 这 不 等 式 是 成 立 的 、 朵 此 有 
SCOWUSZ.DbORobbinsiDT]) Lorenz JjSR(T.115), Mia Fe 
小 时 , 其 周期 轨道 是 渐 近 稳定 的 。 1 
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a à 
7.6 其 他 应 用 简介 

高 维 动力 系统 的 周期 轨道 存在 问题 ， 在 天 体力 学 方面 有 其 重 
要 位 置 , 长 期 以 来 受 研究 人 员 的 注意 。 有关 的 文献 , 近期 的 有 ， 

Hadjidometrion (191] 对 天 体力 学 中 关于 周期 轨道 的 研究 情 
况 作 一 综述 (直到 1979 年 底 )。 Meyer[192] 曾 用 Poincaré 映射 
研究 了 限制 NV 体 问题 的 周期 轨道 存在 性 。Meyer [1931 用 小 参数 
法 找 出 六 体 问题 的 六 类 新 的 周期 轨道 、 其 他 文献 可 参见 [191， 
3902，198] 的 参考 文献 录 . 

对 于 特殊 类 型 的 高 维 动力 系统 , 有 下 列 研究 结果 : 

FaticOopy [49], Banorpagzon[50}, Hasapon[51], Mamrilla 及 
Scdziwy [52], Veopruen[58]. 

现 分 草 简 介 如 下 . 

PateGopa [49] 应 用 环 区 原理 讨论 了 下 列 系 统 的 周期 轨道 存在 


L3 
d* d'G.G , dd, "n 
der SRS 4 der iau) uo, 
QU [G0 /m, n0, 
ra ^ 
ina g(a) e (0), x—0, à—1, 2, 8, 
TU EBS SW BES ` 


dicas gs (as)e1, 
Ta 25— ga (a1), 
Zs= — ya (Ws) 
4&4. BRR, AME BEES, 详 见 [49] . 
BaHorpares[50] 用 环 区 原理 过 论 了 一 个 三 维 动力 系统 和 一 
个 六 维 动力 系统 的 周期 轨道 存在 性 . 
Hasapós[51] 及 Mamrilla 与 Sedziwy [52] 都 是 研究 方程 的 
非 线性 项 是 周期 函数 的 情形 .Mamrilla 与 Sedziwy [52] 推广 了 
BWEN. ] i 


7.6 “其 他 应 用 简 外 247 
Hasapos [51] 用 环 区 原理 证 明了 ， 
命题 ?.26(HasapnB[511) dE FECR); fiw 2m) =f e), 
VE CRX f'(z)-:zab, YrE [0, 2]; 则 方程 
Za ad be-f(w)-0, a; b>>0; fo <0, veer’ 
FE TEAR HS NOR BERE. 
[B21 HEP EAR, 用 Brouwor 不 动 点 定理 证 明了 “= 
NB 7.27 (Mararilla fj Sedqriwy [523) ^ # pA) 2771 + 
aaa 二 an 1 的 报 入 满足 Re) <0, f, RT Rt oR! 连续 ， 
WH 
f, y+) =f le, 3D, — co K & f Gr, y) <0, 
V(x, y) ERX Rt 


则 方程 
9 og 72 4e espe a D FY, ee, YD, y) =O 
存在 解 y= yO WETE: 3o>0, 使得 
yd e) —y() +1, VEER, 
Ti Hav f (m, DFU), We € L—e i^m, —aa/ M, 其 中 


m= min Fly), M= max Fa). 
yet] vetoi 


Teoprses[58] 讨论 了 了 下列 方程 的 周期 解 ( 非 常数 ) 存 在 性 ; 
Zi4as+be + abz— g(r) =0, 
其 中 外 ROR? CU 映射 ,并 满足 
(D oO, b>0; 
(3 ga) — -—g@), Vee; 
(3) 9G) <0, Vz€ [0, a); g'( 70, Ve € (a, «xli 


Ha) | PEL / b laa 
(4 Ikea, 其 中 bec y! 


(5) UM 4 50, Vw ler, +0); 


(6) s 2. -1-0, 


248 TE B 
WER y —ac--2, z—brd- amd, REM 下 列 等 价 系 统 
了 一 gf 一 a2， 
y—2 bp, (7.123) 
tm abz4-g(s), 
[53] Hi Brouwer 不 动 点 定理 证 明了 ， 
$58 7.28(l'eoprmen[D3]) 设 g: RR, gc C (GO), 条 件 
(1) ~ ORX, 则 系统 人 7 .123) 存 在 周期 轨道 ， 


附 x 


1. Brouwer 不 动 点 定理 的 初等 证 明 


1978, Milnor(28] 给 出 Brouwer 不 动 点 定理 的 一 个 初等 证 
WJ, 4980，Rogers[29] 给 出 了 一 个 较 自 然 的 证 明 . 以 下 介绍 
Rogers 的 初等 证 法 . 

Brouwer KHARE n OLDH B= {ER} fol <1) 的 
任 一 自 映 射 ( 连 续 ) p. BOR 至 少 有 - -不 动 点 ， 即 至 少 有 一 个 点 
T€ B* BE p o) oa. 

收缩 映射 定理 。% 一 1 维 球 Sta (ec Rh| lab ~1} 的 证 同 映 
射 不 能 扩张 为 连续 映射 p Beh 

上 面 两 个 定理 是 等 价 的 ， 证 明 匈 江 泽 涵 著 * 拓 扑 学 引 论 *， 
p-168~ t69, 

DE CT PR LET A 

ARPT BEER f. Bs 

Ci) f AER ARS 

(3) f(a)—z, VzC S", 

ic She sas MLE A SY EE, 

引 理 1 车 存 在 B 到 S" 土 的 连续 、 满 映射 , 使 得 S"! 的 每 


“#60 Hox 
点 都 是 不 动 点 , 则 存在 具 辣 样 性 质 的 连续 可 微 、 满 映射 ， 

33:8 2. BPJS ERRET M W, 不 可 能 使 人 “的 
每 点 均 为 不 动 点 ， 

引 理 1 的 证 明 bs RES: GM, BS @) <2, 
VeES* IFE, WFE 一 2 在 B^ 上 连续 ,在 SP pta 


为 零 , 并 且 满足 
1f (0) —21 <2, Vee B^ 


因此 , 可取 6€ (3/4, 1) 使 得 
8«|z| «19 f (2 —2| «1/4, 
JE en 6a, e, 64 ER Hg n PA HAIR, py Weierstrass 
逼近 定理 , AR n 个 多 项 式 P. Gm, mc ma), Sin, 使 得 
[Sree is os de G@-2) F 1/4, vem, 
为 了 简化 记号 ， 令 g » 
play EP, ns s ts ` 
再 利用 Weierstrass 逼近 定理 ， WEREMA Q, 使 满足 下 列 条 
f 
(QD 8/4«QG?)«i, vre [0, 9}; 
: e IQG5 | «i, vre, 3]; 
(3 QD =0. 
Who g@) ma + Qe Pw). 
M O«[z] «6 ni, 7r 
1g62] — le QC?) PG [ 
= IF G2 rUe OG —f G2 +a} 
-- (Q1? —1} f) 72H . 
SIFE- Aela [P fo) * el 
—H-Qdsi*1-liGo ah 
dd 


1 . xn 
>is 2eme " 
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同样 , 对 于 6 |o] ect, 有 
hye) t= lo Qa CPG) — f x) +a} 
*QGz|) CfG) - 2H 
> lol — [RETE | CLP) 一 fo) +al + [£0 —211 


zm9—1- [Ile 


Brel, late) tad, Vre B*, 


MF |el=1, 有 go) =r, SURG A. B"OS dep. 
h(a) =g) / g(s) |, ec Br. 

Ag 之 各 分 量 都 是 21， m2, c0, m EAR, KERTH, Mili k 
亦 连续 可 微 ， 显 然 , A) a, Va C 877, 1 

引 理 2 的 证 明 Uf. BS" ESE OY A OR ST, H 
f(z) =u, ee St? A 

g(a) 一 Fw) 一 人 
Sia) matty la) = (L— 0s tfG), 
EB", tc (0, 1]. 
EET i g RET, TEE ERO UE 
Hg) -9g@i<Ciy—al, vy, ce B", 
MRE, 1/0), B.fiG LY), WE sv, Hb, 
lz—l = itg) —t9(2) «t0 iy- v [o2 — y. 

Bi UA, 94 0«ct 1/0 Bj, BRAT fe: BB" 是 一 对 一 的 ， 

HAF g 对 ax, wa, …， wn RE — BO PEU, 故 Jacobi 阵 

Of, / da I,4-t0g/0v : D 

34 (€ (0, tol, tO Eih, ERR. Ak, 4 EC [0, to] 
时 , Hi 52 OR SEHR AT f, qu B" IE ABR EAR GC BP, E ee 
BUG, CEL tol. IER e M gg € Go EO PUE IEERBESS Gif Vr 
FRAZER A 5, SB EE BO UE TE e E BY MOM b fa) 
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RACE, HagInt(B), Mii le] -1, HA be, Wi Be b 
Eus" E. 另外 ,注意 到 疡 把 SY AB) At, 所 以 当 (€ 00, 
618], fi B>B" 是 一 对 一 的 满 映射 

考点 积分 


I= f ase [det (af,/on)des dag- das, 
4 tE [0, to], 这 就 是 计算 B" 的 体积 六 BA, HELIO Va 


>0, iE€ [0, to], fü Dot, IOR t NC, AT TG) = 
Fa Vt€ [0, 1]. 


另 方面 ,有 
<fa fo =F, 
于 是 得 (22, fr)-0, iecit, 
det (Of1/dx) —0, Vo € B", 
从 而 了 (TD =0, 
XE JS. 58 2 得 证 . J 


2. Belousov-Zhabotinskii 化 学 反应 的 实验 


用 下 列 配 方 进行 实验 ， 可 容易 产生 Belousov-Zhabotinskii 
(Bexoycon-Kasoruacentt) BEARRADH GS Field (1531). 


初始 浓度 

150ml 1M H80; 1M 

9.175g Ce(NO),(NHo, — 0.002M 

4,202g CHs(COOH)2 0.28 M 

dig NaBrOs 0.083M 


在 备 有 搅 排 器 的 烧杯 内 ， 把 CHa (COOH), 及 Ce (NOD. 
OH), PRE GE) REPRE RENE VIO UH. A 
dh, BCT A). ROM, AULA OUS, PE 


WI, WM, MWA NaBrOs， 所 得 溶液 将 时 黄色 ， 然 后 变 为 无 
人 TROU IER, ATG ee , REUK A — 2 S OS M 
MEFR. EMAJLo. 0. 浓度 为 0.025 M 的 Ferroin (1, 10 
pbenantihroline iron; 在 水 中 把 少量 的 O-phenanthroline, Hf 
CHsNa HHsO， 和 琉 酸 亚 铁 ，FeS8O4.2HO， 相 混合 ， 便 产生 
Ferroin), WEEMS 65 KANRERBAR, 


Jti 


12. 


13. 


14. 


as. 


+ RU, KAA BEXAR gl 
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